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Rozdziaª 1

Wst¦p

Niech W (t), t ∈ R+ b¦dzie procesem Wienera, X(t)- procesem stochastycznym. Zasadni-

czym celem teorii jest zde�niowanie caªki stochastycznej
∫ t

0
X(s)dW (s). Problem polega

na tym, »e trajektorie procesu Wienera nie maj¡ ograniczonego wahania, a zatem nie

mo»na caªki de�niowa¢ dla ka»dej trajektorii z osobna (na ¢wiczenia).

Niech (Ω,F ,P) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡, zupeªn¡. Niech (Ft)t∈R+ , Ft ⊂ F ,
b¦dzie (zupeªn¡) �ltracj¡. Dla uproszczenia okre±lamy F∞ = σ(

⋃
tFt). Niech 0 < T 6

∞.

De�nicja 1 Przestrze« M2,c
T b¦d¡ stanowiªy ci¡gªe martyngaªy, adaptowalne wzgl¦dem

�ltracji (Ft) takie, »e supt6T EM2(t) <∞.

Zauwa»my, »e

1. je±li T <∞ supt6T EM2(t) = EM2(t).

2. je±li T = ∞, to M2,c
∞ tworz¡ martyngaªy ci¡gªe takie, »e supt<∞ EM2(t) < ∞. Z

nierówno±ci Dooba wynika, »e

E sup
t<∞

M2(t) 6 4 sup
t<∞

EM2(t) <∞.

Twierdzenia o zbie»no±ci martyngaªów implikuj¡, »e M(t)→M(∞) p.n. i w L2(Ω).

Ponadto zachodzi wzór M(t) = E(M(s)|Ft) → E(M(∞)|Ft), gdy s → ∞, s > t.

Zatem M(t), 0 6 t 6∞ tworz¡ martyngaª ci¡gªy taki, »e supt6∞ EM2(t) <∞.

Uwaga 1 PrzezM2,c, b¦dziemy oznacza¢ ogólnie martyngaªy ci¡gªe takie, »e EM2(t) <

∞ dla ka»dego t <∞.

De�nicja 2 Powiemy, »e dwa procesy X(t) i Y (t), t ∈ [0, T ] s¡ nieodró»nialne, je±li

P(X(t) = Y (t) dla t ∈ [0, T ]) = 1.
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Uwaga 2 W przestrzeniM2,c
T identy�kujemy procesy nieodró»nialne.

Stwierdzenie 1 Przestrze«M2,c
T jest przestrzeni¡ Hilberta z iloczynem skalarnym

(M, N) = (M, N)T = EM(T )N(T ).

Dowód. Zauwa»my, »e

1. Przestrze«M2,c
T jest liniowa.

2. (M, N) jest iloczynem skalarnym, który istotnie de�niuje metryk¦ naM2,c
T . Wystar-

czy sprawdzi¢, »e (M, M) = 0 daje M = 0. Tak jest gdy» 0 = (M, M) = EM2(T ).

Z nierówno±ci Dooba dostajemy E supt6T M2(t) = 0, a to znaczy, »e proces M jest

nieodró»nialny od 0.

3. Rzecz jasna ‖M‖2 = (M, M) wprowadza metryk¦ ‖ · ‖ na przestrzeniM2,c
T . Udo-

wodnimy zupeªno±¢ M2,c
T w tej metryce. Niech Mn b¦dzie ci¡giem martyngaªów

speªniaj¡cych warunek Cauchy'ego (zachodzi Mn(t) = E(M(T )|Ft)). Poniewa»

‖Mn −Mm‖ = E(Mn(T )−Mm(T ))2 → 0, gdy m, n→∞,

wi¦c z zupeªno±ci L2(Ω) wynika, »e istnieje M(T ) takie, »e Mn(T ) → M(T ) w

L2(Ω). Ponadto z nierówno±ci Dooba

E sup
t6T

(Mn(t)−Mm(t))2 6 4 sup
t6T

E(Mn(t)−Mm(t))2 =

= 4E(Mn(T )−Mm(T ))2 → 0, gdy m,n→∞.

Czyli przechodz¡c do podci¡gu (nk) (»eby mie¢ zbie»no±¢ p.n.) dostajemy

P(sup
t6T

(Mnk
(t)−Mnl

(t))2 → 0, l, k →∞) = 1.

Zatem Mnk
jest z P = 1 zbie»ny jednostajnie na odcinku [0, T ] (k → ∞). Konse-

kwentnie Mnk
jest zbie»ny do pewnego procesu ci¡gªego M . Poniewa»

M(t)←Mnk
(t) = E(Mnk

(T )|Ft)→ E(MT |Ft),

gdzie zbie»no±¢ po lewej stronie jest p.n., a po prawej w L2(Ω). St¡d dostajemy, »e

Mn →M wM2,c
T

�

Wniosek 1 Przestrze«M2,c
T jest izometryczna z domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ L2(Ω).
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De�nicja 3 Przez E oznaczamy klas¦ procesów elementarnych, to znaczy procesów po-

staci

X(t) = ξ010 +
m−1∑
j=1

ξj1(tj ,tj+1],

gdzie 0 = t0 6 t1 < t2 < ... < tm, ξj jest Ftj mierzalne.

Zauwa»my, »e E jest przestrzeni¡ liniow¡.

Niech W b¦dzie procesemWienera wzgl¦dem �ltracji (Ft) (�ltracji zupeªnej, wyznaczonej

przez proces). Zauwa»my, »e W (t)−W (s) jest niezale»nym procesem od Fs.

De�nicja 4 Dla X ∈ E de�niujemy proces

I(X) = I(X)(t) =

∫ t

0

XdW :=
m−1∑
j=1

ξj(W (tj+1 ∧ t)−W (tj ∧ t)).

Zauwa»my, »e I(X) nie zale»y od reprezentacji X.
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Rozdziaª 2

Caªka stochastyczna Ito

2.1 Caªka Ito jako izometria liniowa

W tym rozdziale zde�niujemy caªk¦ stochastyczn¡ Ito.

Twierdzenie 1 Dla ka»dego X ∈ E, proces I(X) ∈M2,c
T , I(X)(0) = 0, a ponadto

‖I(X)‖2T = E(

∫ T

0

X(s)dW (s))2 = E

∫ T

0

X2(s)ds.

Dowód. Poniewa» X ∈ E , wi¦c dla pewnego ci¡gu 0 = t0 6 t1 < t2 < ... < tm

X(t) = ξ01{0} +
m−1∑
j=1

ξj1(tj ,tj+1],

gdzie, ξj s¡ Ftj mierzalne. Z de�nicji

I(X)(t) =
m−1∑
j=1

ξj(W (tj+1 ∧ t)−W (tj ∧ t)).

Jest jasne, »e I(X)(0) = 0. Po drugie jest oczywiste (z de�nicji), »e I(X)(t) ∈ L2(Ω). Po

trzecie trajektorie procesu I(X) s¡ ci¡gªe. Istotnie wystarczy zauwa»y¢, »e funkcje

t→ (W (tj+1 ∧ t)−W (tj ∧ t)), t ∈ (tj, tj+1]

s¡ ci¡gªe, co wynika z ci¡gªo±ci trajektorii procesu Wienera.

Pozostaje pokaza¢, »e proces I(X) jest martyngaªem. Zauwa»my zatem, »e I(X)(t) t ∈
[0, T ] jest adaptowalny do �ltracji (Ft). Poka»emy, »e

E(I(X)(t)|Fs) = I(X)(s), dla tk 6 s < t 6 tk+1, k ∈ {0, 1, ...,m− 1}. (2.1)
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Powy»sza równo±¢ ªatwo wynika z de�nicji

E(I(X)(t)− I(X)(s)|Fs) = E(ξk(W (t)−W (s))|Fs) = ξkE(W (t)−W (s)|Fs) = 0.

W istocie to wystarcza do udowodnienia, »e

E(I(X)(t)|Fs) = I(X)(s), dla0 6 s < t 6 T.

Przypu±¢my, »e s ∈ (tl, tl+1], t ∈ (tk, tk+1], l < k, to

E(I(X)(t)|Fs) = E(E(I(X)(t)|Ftk)|Fs) = E(I(X)(tk)|Fs) =

= E(E(I(X)(tk)|Ftk−1
)|Fs) = E(I(X)(tk−1)|Fs) = ... =

= E(I(X)(tl+1)|Fs) = I(X)(s).

Za ka»dym razem korzystali±my wyª¡cznie z równo±ci (2.1).

Pozostaje jeszcze udowodni¢ wzór

‖I(X)‖ = EI(X)2(t) = E

∫ T

0

X2(s)ds.

Skorzystamy z nast¦puj¡cej równo±ci.

EI(X)2(T ) =
m−1∑
k=1

E(ξ2
k(W (tk+1)−W (tk))) +

+2
∑
l<k

E(ξlξk(W (tl+1)−W (tl))(W (tk+1)−W (tk))).

Niech

A :=
m−1∑
k=1

E(ξ2
k(W (tk+1)−W (tk))

2).

B := 2
∑
l<k

E(ξlξk(W (tl+1)−W (tl))(W (tk+1)−W (tk))).

Zauwa»my, »e

B = 2
∑
l<k

E(E(ξlξk(W (tl+1)−W (tl))(W (tk+1)−W (tk))|Ftk)) =

= 2
∑
l<k

E(ξkξk(W (tl+1)−W (tl))E((W (tk+1)−W (tk))|Ftk)) = 0

Ostatnia równo±¢ wynika z faktu, »e E((W (tk+1) − W (tk))|Ftk) = 0 (bo W jest mar-

tyngaªem). Wystarczy obliczy¢ A. Przypomnijmy, »e W (t) i W 2(t)− t s¡ martyngaªami,

st¡d

E((W (tk+1)−W (tk))
2|Ftk) = E(W 2(tk+1)|Ftk)− 2W (tk)E(W (tk+1)|Ftk) +

+W 2(tk) = E(W 2(tk+1)− tk+1|Ftk) + tk+1 −W 2(tk) = tk+1 − tk.
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Zatem

A =
m−1∑
k=1

E(ξ2
k(W (tk+1)−W (tk))

2) =
m−1∑
k=1

E(E(ξ2
k(W (tk+1)−W (tk))

2|Ftk)) =

=
m−1∑
k=1

E(ξ2
kE((W (tk+1)−W (tk))

2|Ftk)) = E(
m−1∑
k=1

ξ2
k(tk+1 − tk)) = E

∫ T

0

X2(s)ds.

To ko«czy dowód.

�

Uwaga 3 �atwo zauwa»y¢, »e I jest przeksztaªceniem liniowym z E wM2,c
T . Co wi¦cej,

je±li potraktowa¢ E jako liniow¡ podprzestrze«

L2
T := L2([0, T ]× Ω,B([0, T ])⊗F , | · | ⊗ F),

to I jest liniow¡ izometri¡ (bo ‖I(X)‖ = ‖X‖2
L2

T
).

Ogólnie caªk¦ stochastyczn¡ otrzymamy przechodz¡c do domkni¦cia E . Warto zwróci¢

uwag¦, »e ka»da izometria liniowa I z podprzestrzeni L2
T wM2,c

T (przestrze« Banacha)

ma jednoznaczne rozszerzenie na domkni¦cie E przestrzeni E w L2
T .

De�nicja 5 Rozszerzenie I na domkni¦cie E w L2
T nazywamy caªk¡ stochastyczn¡ Ito i

oznaczamy

I(X)(t) =

∫ t

0

X(s)dW (s) =

∫ t

0

XdW.

Uwaga 4 Dla ka»dego X ∈ E, zachodzi I(X) ∈M2,c
T . Ponadto I jest izometri¡ liniow¡,

to znaczy I jest liniowe i zachodzi wzór

‖I(X)‖2 = E(

∫ T

0

X(s)dW (s))2 = E

∫ T

0

X2(s)ds.

2.2 Opis procesów z klasy E.
De�nicja 6 Przez P b¦dziemy oznacza¢ σ-ciaªo zbiorów prognozowalnych, to znaczy σ-

ciaªo podzbiorów R+ × Ω generowane przez

{{0} × A, A ∈ F0} ∪ {(s, t]× A, s < t, A ∈ Fs}.

Proces X b¦dziemy nazywa¢ prognozowalnym, gdy jest mierzalny wzgl¦dem P jako funkcja

[0, T ]× Ω 3 (t, ω)→ X(t, ω).
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Uwaga 5 Ka»dy proces prognozowalny jest progresywnie mierzalny.

Stwierdzenie 2 Je±li X jest procesem adaptowalnym, lewostronnie ci¡gªym, to jest pro-

cesem prognozowalnym.

Dowód. Niech (tnj )n b¦dzie ci¡giem podziaªów normalnych, to znaczy

t < T, 0 = tn0 < ... < tnm = T, max
j

(tnj − tnj−1)→ 0 gdy n→∞.

De�niujemy

Xn(t) := X(0)1{0}(t) +
mn−1∑
k=1

X(tnk)1(tnk ,tnk+1](t).

Z lewostronnej ci¡gªo±ci wynika, »e Xn(t) → X(t) dla ka»dego t, dla prawie wszystkich

ω ∈ Ω. Co wi¦cej procesy Xn s¡ prognozowalne bo s¡ sko«czonymi sumami procesów

progonozwalnych. W istocie Wystarczy zauwa»y¢, »e prognozowalne s¡ procesy

X(0)1{0}, X(tnk)1(tnk ,tnk+1].

To z kolei wynika z de�nicji σ-ciaªa P

{(t, ω) : X(0)1{0} 6 a} = {0} × {X(0) 6 a} ∈ P
{(t, ω) : X(tnk)1(tnk ,tnk+1] 6 a} = (tnk , t

n
k+1]× {X(tnk) 6 a} ∈ P . (2.2)

�

Stwierdzenie 3 Zachodzi równo±¢ E = L2([0, T ]× Ω,P , | · | ⊗P).

Dowód. Zauwa»my, »e po pierwsze ka»dy proces z klasy E jest prognozowalny, bo jest

granic¡ wedªug | · | ⊗ P procesów prognozowalnych (a wi¦c granic¡ p.n. dla pewnego

podci¡gu). Wynika to z faktu, »e zbie»no±¢ w L2 implikuje zbie»no±¢ wedªug prawdopo-

dobie«stwa (ogólnie miary).

Wystarczy pokaza¢, »e procesy z E s¡ g¦ste w klasie L2([0, T ]×Ω,P , | · |⊗P). Jest jasne,

»e g¦ste w tej klasie s¡ sumy postaci

X :=
m∑

k=1

ai1Γi
, gdzie ai ∈ R, Γi ∈ P .

Wystarczy udowodni¢, »e 1Γi
∈ E . Ten fakt dostajemy z lematu o π − λ ukªadach.

Zwró¢my uwag¦, »e klasa A zbiorów Γ dla których 1Γ ∈ E zawiera π-ukªad B zªo»ony ze

zbiorów

Γ = {0} × A A ∈ F0, Γ := (s, t]× A A ∈ Fs.
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Z de�nicji 1Γ dla takich zbiorów nale»y do E ⊂ E . Wystarczy pokaza¢, »e klasa A jest

λ-ukªadem (na ¢wiczenia).

�

Wniosek 2 Je±li X jest procesem prognozowalnym takim, »e E
∫ T

0
X2(s)ds < ∞, to

caªka Ito
∫

XdW jest dobrze okre±lona. Klas¦ takich procesów oznaczamy przez L2
T .

Uwaga 6 Mo»na pokaza¢, »e
∫

XdW jest dobrze okre±lone dla ka»dego X progresywnie

mierzalnego takiego, »e E
∫ T

0
X2(s)ds < ∞, a nawet dla procesu nieantycypuj¡cego, to

znaczy adaptowalnego, mierzalnego i speªniaj¡cego warunek E
∫ T

0
X2(s)ds < ∞ (patrz

ksi¡»ka Karatzas-Shreve).

Uwaga 7 Niech X ∈ L2
T , wówczas 1[0,t]X ∈ L2

T , dla t 6 T . Ponadto∫ T

0

1[0,t]X(s)dW (s) =

∫ t

0

X(s)dW (s)

oraz E(
∫ t

0
X(s)dW (s))2 = E

∫ t

0
X2(s)ds

Dowód. Ustalmy t < T . Istnieje ci¡g procesów Xn ∈ E takich, »e Xn → X w L2
T . Jest

jasne, »e 1[0,t]Xn ∈ E . Poka»emy, »e

1[0,t]Xn → 1[0,t]X w L2
T .

Istotnie

E

∫ T

0

(1[0,t](s)Xn(s)− 1[0,t](s)X(s))2 = E

∫ t

0

(Xn(s)−X(s))2ds 6

6 E

∫ T

0

(Xn(s)−X(s))2ds→ 0 gdy n→∞. (2.3)

Pozostaªa cz¦±¢ tezy jest oczywista.

�
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Rozdziaª 3

Zatrzymywanie caªek stochastycznych

Twierdzenie 2 (o zatrzymywaniu caªki stochastycznej) Je±li X ∈ L2
T , natomiast

τ ≤ T jest momentem zatrzymania, to 1[0,τ ]X ∈ L2
T oraz dla ka»dego t ∈ [0, t]∫ t

0

1[0,τ ](s)XsdWs =

∫ t∧τ

0

XsdWs p.n. (3.1)

Uwaga Poniewa» oba procesy wyst¦puj¡ce w (3.1) maj¡ ci¡gªe trajektorie, z ich rów-

no±ci dla ka»dego t wynika natychmiast nieodró»nialno±¢.

Dowód.

Proces 1[0,τ ] jest prognozowalny, bo jest lewostronnie ci¡gªy i adaptowany (ªatwe).

Zatem 1[0,τ ]X te» jest prognozowalny. Ponadto

E

∫ T

0

(1[0,τ ](s)Xs)
2ds ≤

∫ T

0

X2
s ds <∞.

St¡d 1[0,τ ]X ∈ L2
T .

Dalsza cz¦±¢ dowodu przebiega standardow¡ metod¡, polegaj¡c¡ na udowodnieniu

twierdzenia najpierw dla τ przyjmuj¡cego tylko sko«czenie wiele warto±ci oraz X ∈ E
(E � procesy elementarne), a nast¦pnie rozszerzeniu tezy na przypadek ogólny poprzez

prost¡ aproksymacj¦.

a) Je»eli τ przyjmuje tylko sko«czenie wiele warto±ci oraz X ∈ E , mo»emy bez straty

ogólno±ci zaªo»y¢, »e

Xt = ξ01{0}(t) +
m−1∑
k=1

ξk1(tk,tk+1](t)

τ ∈ {t1, . . . , tk},

dla pewnych liczb 0 ≤ t1 < . . . < tk ≤ T .
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Wprowadzaj¡c dodatkowe oznaczenie t0 = 0, otrzymujemy

1[0,τ ](t) = 1{0}(t) +
m∑

k=1

1{τ=tk}1(0,tk](t) = 1{0}(t) +
m∑

k=1

1{τ=tk}

k−1∑
j=0

1(tj,tj+1](t)

= 1{0}(t) +
m−1∑
j=0

1(tj,tj+1](t)
m∑

k=j+1

1{τ=tk}

= 1{0}(t) +
m−1∑
j=0

1{τ>tj}1(tj,tj+1](t).

Zatem

1[0,τ ](t)Xt = ξ01{0}(t) +
m−1∑
j=1

ξj1{τ>tj}1(tj,tj+1](t). (3.2)

Poniewa» ξj1{τ>tj} jest Ftj mierzaln¡ i ograniczon¡ zmienn¡ losow¡, powy»sza rów-

no±¢ pokazuje, »e 1[0,τ ]X ∈ E oraz pozwala policzy¢ wprost z de�nicji caªk¦ sto-

chastyczn¡ tego procesu. Dokªadniej∫ t

0

1[0,τ ](s)XsdWs =
m−1∑
j=1

ξj1{τ>tj}(Wtj+1∧t −Wtj∧t) =
m−1∑
j=1

m∑
k=j+1

ξj1{τ=tk}(Wtj+1∧t −Wtj∧t)

=
m∑

k=1

k−1∑
j=1

1{τ=tk}ξj(Wtj+1∧t −Wtj∧t)

=
m∑

k=1

1{τ=tk}

k−1∑
j=1

ξj(Wtj+1∧t −Wtj∧t)

=
m∑

k=1

1{τ=tk}

∫ t∧tk

0

XsdWs =

∫ τ∧t

0

XsdWs, (3.3)

co ko«czy dowód w najprostszym przypadku.

Uwaga Powy»sze rachunki s¡ do±¢ formalne i sprowadzaj¡ si¦ do zmiany ko-

lejno±ci sumowania. Tak naprawd¦ równo±¢ (3.2) mo»na do±¢ ªatwo sprawdzi¢ na

rysunku, przedstawiaj¡c symbolicznie zbiór [0, T ]×Ω, dziel¡c o± czasu na przedziaªy

(tj, tj+1] (na których X jest przy ustalonej ω staªy, równy ξj(ω)) i patrz¡c, co si¦

�wyzeruje� po wymno»eniu przez 1[0,τ ]. Podobnie równo±¢ (3.3) mo»na otrzyma¢,

patrz¡c które cz¦±ci w sumie de�niuj¡cej caªk¦ si¦ �wyzeruj¡� dla τ = tk. Jest to

oczywi±cie w gruncie rzeczy to samo rozumowanie co zapisane powy»ej, ale chyba

bardziej pokazuje co si¦ dzieje ni» formalne napisy.
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b) W kolejnym kroku udowodnimy tez¦ dla τ � dowolnego momentu zatrzymania,

ci¡gle przy zaªo»eniu, »e X ∈ E .

W standardowy sposób konstruujemy ci¡g τn momentów zatrzymania, przyjmuj¡-

cych tylko sko«czenie wiele warto±ci, takich »e τn ↘ τ . Z ci¡gªo±ci trajektorii caªek

stochastycznych, mamy∫ τn∧t

0

XsdWs→
∫ τ∧t

0

XsdWs p.n.

Aby uzyska¢ tez¦, wystarczy wi¦c pokaza¢, »e
∫ t

0
1[0,τn](s)XsdWs →

∫ t

0
1[0,τ ](s)XsdWs

w L2(Ω). Udowodnimy wi¦cej, mianowicie zbie»no±¢
∫

1[0,τn]XdW →
∫

1[0,τ ]XdW

w przestrzeniM2,c
T . Poniewa» caªka Ito jest izometri¡ mi¦dzy L2

T iM2,c
T , wystarczy

pokaza¢ zbie»no±¢ 1[0,τn]X → 1[0,τ ]X w L2
T . To jednak jest proste

‖1[0,τn]X − 1[0,τ ]X‖2L2
T

= E

∫ T

0

(1[0,τn](s)Xs − 1[0,τ ](s)Xs)
2ds

= E

∫ T

0

1(τ,τn](s)X
2
s ds→ 0,

z twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci zmajoryzowanej.

c) W ostatnim kroku udowodnimy twierdzenie dla dowolnych τ,X. Niech Xn ∈ E ,
Xn → X w L2

T . Wówczas, jak ªatwo sprawdzi¢, równie»
∫

[0,τ ]
Xn → 1[0,τ ]X w L2

T ,

sk¡d dostajemy
∫ t

0
1[0,τ ](s)Xn(s)dWs →

∫ t

0
1[0,τ ](s)XdWs w L2(Ω) (argumentujemy

jak w punkcie b)). Wystarczy zatem pokaza¢, »e
∫ τ∧t

0
Xn(s)dWs →

∫ τ∧t

0
XsdWs,

równie» w L2(Ω). Ale

E(

∫ τ∧t

0

Xn(s)dWs −
∫ τ∧t

0

XsdWs)
2 ≤ E(

∫ T

0

Xn(s)dWs −
∫ T

0

XsdWs)
2

= ‖X −Xn‖2L2
T
→ 0,

gdzie nierówno±¢ wynika z Twierdzenia Dooba (zastosowanego do ci¡gªego podmar-

tyngaªu (
∫

(X −Xn)dW )2 oraz ograniczonego momentu stopu τ ∧ t) za± równo±¢,

znów z faktu, »e caªka Ito jest izometri¡, mi¦dzy L2
T orazM2,c

T .

�

Wniosek 3 Niech X ∈ L2
T . Wówczas proces

M(t) =
( ∫ t

0

X(s)dW (s)
)2 −

∫ t

0

X(s)2ds

jest martyngaªem
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Dowód. Wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego ograniczonego momentu zatrzymania τ ,

EMτ = 0. Ale z Twierdzenia o zatrzymywaniu caªki stochastycznej

Mτ =
( ∫ τ

0

X(s)dW (s))2−
∫ τ

0

X(s)2ds =
( ∫ T

0

X(s)1[0,τ ](s)dW (s)
)2−

∫ T

0

X(s)21[0,τ ](s)ds,

zatem rzeczywi±cie

EMτ = E
( ∫ T

0

X(s)1[0,τ ](s)dW (s)
)2 − E

∫ T

0

X(s)21[0,τ ](s)ds = 0,

gdzie ostatnia równo±¢ wynika z faktu, »e caªka stochastyczna jest izometri¡ mi¦dzy L2
T

orazM2,c
T .

�

Twierdzenie o zatrzymywaniu caªki stochastycznej pozwoli nam na rozszerzenie de�-

nicji caªki stochastycznej na szersz¡ klas¦ procesów ni» L2
T .

De�nicja 7 Niech

Λ2
T = {(X(t))t∈[0,T ) : X − prognozowalny , ∀t<T

∫ t

0

X2
s ds <∞ p.n.}

Oczywi±cie L2
T ( Λ2

T . Chcieliby±my zde�niowa¢
∫

X(s)dW (s) dla X ∈ Λ2
T , tak aby

�nowa� caªka stanowiªa rozszerzenie caªki Itô. W tym celu dla X ∈ |Lambda2
T , wpro-

wad¹my ci¡g momentów stopu

τn = inf{t < T :

∫ t

0

X(s)2ds ≥ n}, (3.4)

gdzie jak zwykle przyjmujemy konwencj¦ inf ∅ = T . Z de�nicji Λ2
T , otrzymujemy natych-

miast τn ↗ T p.n. Ponadto dla dowolnego n, 1[0,τn]X ∈ L2
T , zatem mo»emy zde�niowa¢

proces

Mn(t) =

∫ t

0

1[0,τn]XdW,

jako caªk¦ stochastyczn¡ w sensie Itô).

Zachodzi nast¦puj¡cy

Lemat 1 Dla m ≥ n oraz t ≤ τn

Mn(t) = Mm(t),

czyli (wobec ci¡gªo±ci trajektorii) procesy M τn
m oraz Mn s¡ nierozró»nialne.

12



Dowód. Z twierdzenia o zatrzymywaniu caªki stochastycznej oraz nierówno±ci τn ≤ τm

p.n., mamy

Mm(τn ∧ t) =

∫ t∧τn

0

1[0,τm](s)X(s)dW (s) =

∫ t

0

1[0,τn](s)1[0,τm](s)X(s)dW (s)

=

∫ t

0

1[0,τn](s)X(s)dW (s) = Mn(t).

�

Zatem, dla pewnego zbioru Ω̃ ⊆ Ω o prawdopodobie«stwie 1, dla ustalonych warto±ci

ω ∈ Ω̃, t < T , ci¡g Mn(ω, t) stabilizuje si¦, tzn. dla n,m ≥ n0(w, t), Mm(ω, t) = Mn(ω, t).

Pozwala nam to wprowadzi¢ nast¦puj¡c¡ de�nicj¦

De�nicja 8 Jedyny (modulo nieodró»nialno±¢) proces (M(t))t∈[0,T ), taki »e dla ka»dego

n ∈ N ∫
1[0,τn](s)X(s)dW (s) = M τn ,

gdzie wyra»enie po lewej stronie oznacza caªk¦ Itô, nazywamy caªk¡ stochastyczn¡ procesu

X i oznaczamy

M(t) =

∫ t

0

X(s)dW (s) =

∫ t

0

XdW.

Wªasno±ci caªki stochastycznej

1. M nie zale»y od ci¡gu de�niuj¡cego τn, tzn. gdyby±my zamiast ci¡gu τn zde�nio-

wanego wzorem (3.4), u»yli w de�nicji innego ci¡gu momentów zatrzymania τ ′n,

takiego »e τ ′n ↗ τ oraz X1[0,τ ′n] ∈ L2
T (s¡ to jedyne wªasno±ci, z których korzysta-

li±my, konstruuj¡c caªk¦
∫

XdW ), w wyniku dostaliby±my ten sam proces.

2.
∫ 0

0
XdW = 0, ponadto

∫
XdW ma ci¡gªe trajektorie (wynika to bezpo±rednio z

konstrukcji, gdzie caªk¦ stochastyczn¡ otrzymali±my poprzez sklejanie procesów

ci¡gªych).

3. Istnieje ci¡g momentów zatrzymania τn ↗ τ , taki »e dla ka»dego n ∈ N, (
∫

XdW )τn ∈
M2,c

T (co równie» wynika bezpo±rednio z konstrukcji). Wªasno±¢ ta jest wa»na i

zostanie wraz z konsekwencjami dokªadniej przedyskutowana w dalszej cz¦±ci wy-

kªadu (patrz Def. 9)

4. Zachodzi analog Twierdzenia 2, tzn. je±li X ∈ Λ2
T oraz τ ≤ T jest momentem stopu,

to równie» X1[0,τ ] ∈ Λ2
T oraz∫ t∧τ

0

XdW =

∫
1[0,τ ]XdW.
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5. Przeksztaªcenie Λ2
T 3 X 7→

∫
XdW jest liniowe.

6. Zachodzi nierówno±¢ Dooba, tzn. dla dowolnego momentu zatrzymania τ ≤ T

E(sup
t<τ

(

∫ t

0

X(s)dW (s))2) ≤ 4E

∫ τ

0

X2
s ds

Przyjrzyjmy si¦ teraz bli»ej wªasno±ci 3), która ukazuje istotn¡ ró»nic¦ mi¦dzy caªk¡

izometryczn¡ Ito, a jej rozszerzeniem na Λ2
T . Caªka Ito jest z de�nicji ci¡gªym martyn-

gaªem, wªasno±¢ 3) jest wi¦c dla niej oczywista, momenty zatrzymania τn mog¡ by¢

wr¦cz deterministyczne. Okazuje si¦, »e dla X ∈ Λ2
T , proces M =

∫
XdW nie musi by¢

martyngaªem (mo»e si¦ wr¦cz zdarzy¢, »e E|Mt| = ∞), niemniej mo»e by¢ w pewnym

sensie przybli»any przez martyngaªy. Jest to bardzo u»yteczna wªasno±¢, motywuj¡ca

wprowadzenie ogólniejszej de�nicji.

De�nicja 9 Proces adaptowany (Mt)t∈[0,T ) nazwiemy martyngaªem lokalnym, je±li ist-

nieje ci¡g momentów stopu τn ↗ T , taki »e dla ka»dego n, proces M τn jest martyngaªem.

Ci¡g τn nazywamy wówczas ci¡giem lokalizuj¡cym M .

�atwo sprawdzi¢, »e proces M jest ci¡gªym martyngaªem lokalnym, wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje ci¡g momentów zatrzymania jak w De�nicji 9, o tej wªasno±ci, »e

dla ka»dego n, proces M τn jest ci¡gªym martyngaªem. Co wi¦cej, dla ka»dego ci¡gªego

martyngaªu lokalnego istnieje ci¡g τn ↗ T , taki »e M τn ∈M2,c.

Wªasno±¢ 3) oznacza wi¦c, »e caªka stochastyczna jest martyngaªem lokalnym. Przy

pewnych dodatkowych zaªo»eniach mo»emy jednak wnioskowa¢, »e caªka stochastyczna

jest martyngaªem, o czym mówi nast¦puj¡ce

Twierdzenie 3 Je±li dla ka»dego t < T , E
∫ t

0
X(s)2ds < ∞, to M =

∫
XdW jest

martyngaªem.

Dowód. W de�nicji martyngaªu rozpatrujemy jedynie pary M(t1), M(t2), przy t1, t2 <

T , a nasze zaªo»enia mówi¡, »e na odcinkach [0, t], t < T , proces M mo»e by¢ zde�niowany

jako caªka Ito, wi¦c jest martyngaªem.

�

Na zako«czenie rozdziaªu podamy jeszcze kilka wªasno±ci martyngaªów lokalnych,

których udowodnienie pozostawimy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 4 Ka»dy ci¡gªy i ograniczony martyngaª lokalny jest martyngaªem, za±

ka»dy ci¡gªy, nieujemny martyngaª lokalny jest nadmartyngaªem.
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Rozdziaª 4

Caªkowanie przez cz¦±ci

4.1 Proces wariacji kwadratowej

Uwaga 8 Mo»na powtórzy¢ caª¡ poprzedni¡ dyskusj¦ (teoria caªki), bior¡c zamiast W

(proces Wienera) dowolny martyngaª M ∈M2,c taki, »e istnieje proces 〈M〉 speªniaj¡cy
warunki:

1. adaptowalny,

2. ci¡gªy, niemalej¡cy, 〈M〉(0) = 0,

3. M2 − 〈M〉 jest martyngaªem.

Pokazali±my na przykªad, »e je±li M =
∫ t

0
XdW , to 〈M〉(t) =

∫ t

0
X(s)2ds.

Twierdzenie 5 (Tw. Dooba-Meyera) Dla ka»dego M ∈ M2,c istnieje proces 〈M〉 speª-
niaj¡cy warunki 1.-4. (patrz np. ksi¡»ka Karatzas-Shreve).

De�niujemy przestrzenie L2
T (M) jako klas¦ procesów prognozowalnych, takich, »e

E

∫ T

0

X(s)2d〈M〉 <∞.

Dla uªatwienia L2
T = L2

T (W ). Podobnie Λ2
T (M) oznacza przestrze« procesów prognozo-

walnych takich, »e ∫ t

0

X(s)2d〈M〉 <∞, p.n., dla t < T.

Uwaga 9 Proces 〈M〉 jest wyznaczony jednoznacznie.

15



Twierdzenie 6 Niech M ∈ M2,c, t < T , a (tnj )n b¦dzie ci¡giem podziaªów normalnych

odcinka [0, t]. To znaczy

0 = tn0 < tn1 < ... < tnmn
= t

oraz maxj(t
n
j+1 − tnj )→ 0 je±li n→∞. De�niujemy

Vn(M, t) =
mn−1∑
j=0

(M(tnj+1)−M(tnj ))2.

Wówczas limn→∞ Vn(M, t) = 〈M〉(t) w L1(Ω).

Dowód. Potrzebujemy dwóch prostych faktów (na ¢wiczenia).

Lemat 2 Niech ξn n = 1, 2, ... b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych okre±lonych na prze-

strzeni (Ω,F ,P). Niech zbiory Ak ∈ F , k = 1, 2, ..., b¦d¡ takie, »e Ak ↗ Ω, a ci¡g

(1Ak
ξn)n zbiega wedªug P. Wówczas (ξn)n zbiega wedªug P.

Lemat 3 Je±li ξn > 0, ξn
P→ ξ oraz Eξn = Eξ <∞, to ξn → ξ w L1(Ω).

Mo»na zaªo»y¢, »e M(0) = 0 zast¦puj¡c M procesem M −M(0). W istocie wystarczy

pokaza¢, »e 〈M →= 〈M −M(0)〉 oraz Vn(M, t) = Vn(M −M(0), t). Mamy

(M −M(0))2 − 〈M〉 = M2 − 〈M〉+ 2M(0)M + M2(0).

Ka»dy z trzech skªadników jest martyngaªem (sprawdzi¢!). Suma martyngaªów jest mar-

tyngaªem, a zatem z jednoznaczno±ci procesu wariacji kwadratowej wynika, »e 〈M〉 =

〈M −M(0)〉. Oczywi±cie Vn(M, t) = Vn(M −M(0), t).

(1) Zaªó»my, »e M jest ograniczony, M(t, ω) 6 C, dla t, ω. Przypomnijmy, »e

M(t)2 = Vn(M, t) + 2
mn−1∑
j=0

M(tnj )(M(tnj+1)−M(tj)). (4.1)

Niech Nn(t) :=
∑mn−1

j=0 M(tnj )(M(tnj+1)−M(tnj )). Ponadto niech

Xn(s) :=
mn−1∑
j=0

M(tnj )1(tnj ,tnj+1](s).

Oczywi±cie Xn ∈ E . Zauwa»my, »e Nn(t) =
∫ t

0
XndM . Poniewa» Xn → M p.n. oraz w

L2
t (M), wi¦c dobrze zde�niowany jest proces N =

∫
MdM wM2,c

t . Zauwa»my, »e

Vn(M, t) = M(t)2 − 2Nn(t)→M(t)2 − 2N(t) w L2(Ω).
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Z de�nicji M(t)2 − 2N(t) nie zale»y od wyboru ci¡gu podziaªów. Niech s < t, mo»emy

bra¢ podziaªy normalne [0, t] zawieraj¡ce punkt s. Dla takich podziaªów Vn(M, s) 6

Vn(M, t). St¡d

M(s)2 − 2N(s) 6 M(t)2 − 2N(t).

Z ci¡gªo±ci M, N wynika ci¡gªo±¢ M2 − 2N . Zatem M2 − 2N jest ci¡gªy , rosn¡cy, 0

w 0. Poniewa» N jest martyngaªem, wi¦c M2 − (M2 − 2N) jest martyngaªem. St¡d

M2 − 2N = 〈M〉.
(2) Niech M ∈M2,c, τn ↗ T takie, »e M τk jest ograniczonym martyngaªem. Na przykªad

τk := inf{t : |M(t)| > n}. Z punktu (1) wiemy

Vn(M τk , t)→ 〈M τk〉(t), w L2(Ω).

Potrzebujemy nast¦puj¡cej obserwacji (na ¢wiczenia).

Lemat 4 Zachodzi równo±¢ 〈M τk〉 = 〈M〉τk

Zauwa»my, »e dla k ∈ N

1{t6τk}Vn(M, t) = 1{t6τk}Vn(M τk , t)→ 1{t6τk}〈M
τk〉(t) = 1{t6τk}〈M〉(t),

gdzie zbie»no±¢ jest w sensie L2(Ω), a wi¦c i wzgl¦dem P. Poniewa», {t 6 τk} ↗ Ω, wi¦c

na mocy Lematu 2 dostajemy, »e Vn(M, t)→ 〈M〉(t) wzgl¦dem P.

(3) �eby pokaza¢, zbie»no±¢ w L1(Ω) potrzebujemy nast¦puj¡cego oszacowania (na ¢wi-

czenia).

Lemat 5 Niech M, M ′ ∈M2,c, M(0) = M ′(0) = 0. Zachodzi nierówno±¢

E|Vn(M, t)− Vn(M ′, t)| 6 ‖M −M ′‖2 + 2‖M ′‖‖M −M ′‖.

Niech teraz τk b¦dzie jak w (2). Z twierdzenia Dooba wynika

E sup
k

M2(τk ∧ t) 6 4EM2(t),

co implikuje, »e M(τk ∧ t) → M(t) w L2(Ω). Zatem z Lematu 5 wynika zbie»no±¢

Vn(M τk , t)→ 〈M〉(t) wzgl¦dem P. Ponadto

EVn(M, t)← EVn(M τk , t) = E(M τk)2(t)→ E〈M〉(t).

To znaczy EVn(M, t) = E〈M〉(t). Z Lematu 3 wynika zbie»no±¢ Vn(M, t) → 〈M〉(t) w

L1(Ω).

�
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Wniosek 4 Wariacja kwadratowa caªki stochastycznej. Niech (tnj )n b¦dzie ci¡giem po-

dziaªów normalnych, M =
∫

XdW , wówczas

1. X ∈ L2
T ⇒ Vn(M, t)→

∫ 2

0
X(s)2ds w L1(Ω);

2. X ∈ Λ2
T ⇒ Vn(M, t)→

∫ 2

0
X(s)2ds wzgl¦dem P.

Dowód. Punkt (1) wynika z Twierdzenia 6. Punkt (2) dostajemy z Lematu 2.

�

4.2 Iloczyn sko±ny

De�nicja 10 Niech M, N ∈M2,c. De�niujemy

〈M, N〉 :=
1

4
(〈M + N〉 − 〈M −N〉).

Proces ten b¦dziemy nazywa¢ iloczynem sko±nym procesów M, N .

Stwierdzenie 4 Tak zde�niowany proces 〈M, N〉 jest jedynym procesem ci¡gªym, 0 w

0, o trajektoriach o wahaniu sko«czonym ma ka»dym przedziale ograniczonym takim, »e

MN − 〈M, N〉 jest martyngaªem. Co wi¦cej, dla ka»dego ci¡gu podziaªów normalnych

(tnj )n, to znaczy speªniaj¡cego warunki

t < T, 0 = tn0 < ... < tnm = t, maxj(t
n
j+1 − tnj )→ 0 gdy n→∞,

zachodzi
nm−1∑
j=0

(M(tnj+1)−M(tnj ))(N(tnj+1)−N(tnj ))
L1→ 〈M, N〉.

Dowód. Warto zwróci¢ uwag¦, »e dla a, b ∈ R

ab =
1

4
((a + b)2 − (a− b)2).

Ponadto (M + N)2− 〈M + N〉 i (M −N)2− 〈M −N〉 s¡ martyngaªami. Zatem z uwagi

powy»ej i z Twierdzenia 6 wynika teza stwierdzenia.

�

Wªasno±ci iloczynu sko±nego

1. 〈M, M〉 = 〈M〉;

2. 〈M, N〉 jest dwuliniowy;
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3. Je±li M ∈M2,c, X ∈ Λ2
T (M), to

(

∫
XdM)τ =

∫
XdM τ =

∫
1(0,τ ]XdM.

4. Zachodzi równo±¢Mc
loc =M2,c

loc. To znaczy ka»dy martyngaª lokalny, ci¡gªy jest w

klasie martyngaªów lokalnych, ci¡gªych caªkowalnych z kwadratem. Przypomnijmy,

»e M ∈ Mc
loc je±li M jest ci¡gªy, a ponadto istnieje ci¡g lokalizuj¡cy momentów

zatrzymania (τn)n taki, »e τn ↗ T i M τn jest martyngaªem.

5. Dla dowolnego M ∈ M2,c
loc istnieje proces 〈M〉 rosn¡cy, 0 w 0 i taki, »e M2 − 〈M〉

jest martyngaªem lokalnym. To znaczy τn ↗ T , M τn ∈M2,c oraz (M τn)2 − 〈M τn〉
jest martyngaªem (na ¢wiczenia).

W konsekwencji caªka stochastyczna
∫

XdM jest dobrze zde�niowana dla procesów

z klasy Λ2
T (M), gdzie M ∈M2,c

loc, oraz∫ t

0

X2(s)d〈M〉 <∞ p.n.

Zauwa»my, »e
∫

XdM jest, przy takich zaªo»eniach, martyngaªem lokalnym takim,

»e ∫ t∧τk

0

XdM :=

∫ t

0

1[0,τk)XdM τk .

Poprawno±¢ tej de�nicji zostanie wykazana na ¢wiczeniach.

6. De�nicja 〈M, N〉 rozszerza si¦ dla dowolnych M, N ∈M2,c
loc.

7. Z Wniosku 4 wynika, »e je±li M =
∫

XdW , X ∈ Λ2
T , to

Vn(M, t)
P→

∫
X2ds czyli 〈M〉 =

∫
X2ds.

Niech teraz M =
∫

XdW , N =
∫

Y dW , X, Y ∈ Λ2
T . Wówczas

〈M, N〉 =

∫
XY ds.

8. To samo co w powy»szym punkcie zachodzi gdy zamiast pary (W, t), we¹miemy

(M, 〈M〉).

De�nicja 11 Proces Y nazywamy lokalnie ograniczonym, je±li istnieje ci¡g momentów

zatrzymania τn taki, »e Y τn − Y (0) jest ograniczony.
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Na przykªad je±li Y ci¡gªy, to jest lokalnie ograniczony. Istotnie wystarczy wzi¡¢ τn =

{t : |Y (t) − Y (0)| > n}. Warto te» zwróci¢ uwag¦, »e je±li Y jest lokalnie ograniczony,

to Y ∈ Λ2
T (M) dla dowolnego martyngaªu M ∈M2,c

loc (na ¢wiczenia).

Stwierdzenie 5 Zachodz¡ nast¦puj¡ce fakty

1. Niech X ∈ L2
T , Y -prognozowalny ograniczony. De�niujemy M =

∫
XdW , wówczas∫

Y dM =
∫

XY dW .

2. Niech X ∈ Λ2
T , Y -prognozowalny, lokalnie ograniczony, to zachodzi ten sam wzór

co w punkcie 1., czyli
∫

Y dM =
∫

XY dW .

Dowód. (Punkt 1.) Niech X ∈ E , Y = η010 +
∑m−1

j=1 ηj1(tj ,tj+1], ηj ograniczone Ftj

mierzalne ∫ t

0

Y dM =
m−1∑
j=1

ηj(M(tj+1 ∧ t)−M(tj ∧ t)) =

=
m−1∑
j=1

ηj

∫ tj+1∧t

0

XdW −
∫ tj∧t

0

XdW =
m−1∑
j=1

ηj

∫ tj+1∧t

tj∧t

XdW =

=
m−1∑
j=1

∫ tj+1∧t

tj∧t

ηjXdW =

∫ t

0

Y dW.

Niech teraz Yn ∈ E , Yn → Y w L2
T (M). To znaczy

E

∫ t

0

|Yn(s)− Y (s)|2d〈M〉 → 0, gdy n→∞.

Zauwa»my (Wªasno±¢ 6.), »e 〈M〉 =
∫

X2ds. Zatem

E

∫ t

0

|Yn(s)− Y (s)|2d〈M〉 = E

∫ t

0

|Yn(s)− Y (s)|2X(s)2ds.

St¡d

E

∫ t

0

|Yn(s)X(s)− Y (s)X(s)|2ds→ 0 gdy n→∞,

co oznacza, »e YnX → Y X w L2
T (W ).

(Punkt 2.) (na ¢wiczenia)

�

Uwaga 10 Teza Stwierdzenia 4 pozostaje prawdziwa, gdy zamiast W , we¹miemy do-

wolny martyngaª Z ∈M2,c.
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4.3 Caªkowanie przez cz¦±ci

Udowodnimy teraz zasadniczy wzór, jak si¦ oka»e niezb¦dny przy dowodzeniu wzoru Ito.

Twierdzenie 7 Niech X, Y ∈ Λ2
T , M =

∫
XdW , N =

∫
Y dW , wówczas

MN =

∫
MdN +

∫
NdM +

∫
XY ds =

=

∫
MY dW +

∫
NXdW +

∫
XY ds.

Zauwa»my, »e druga równo±¢ wynika ze Stwierdzenia 4 (dla procesów lokalnie ograniczo-

nych). Pierwsza równo±¢ wynika ze znacznie ogólniejszego faktu.

Twierdzenie 8 Niech M, N ∈M2,c
loc, wówczas

MN = M(0)N(0) +

∫
MdN +

∫
NdM + 〈M, N〉.

Dowód. (1) Po pierwsze zauwa»my, »e caªki
∫

MdN,
∫

NdM s¡ dobrze okre±lone, bo

M, N s¡ adaptowalne i ci¡gªe (st¡d prognozowalne i lokalnie ograniczone). Zatem M ∈
Λ2

T (N), N ∈ Λ2
T (M). Zauwa»my, »e

〈
∫

MdN〉 =

∫
M2d〈N〉, 〈

∫
NdM〉 =

∫
N2d〈M〉.

(2) Mo»na zaªo»y¢, »e M(0) = N(0) = 0. Istotnie z de�nicji

〈M −M(0), N −N(0)〉 = 〈M, N〉,∫
Nd(M −M(0)) =

∫
NdM,

∫
Md(N −N(0)) =

∫
MdN

oraz
∫

M(0)dN = M(0)(N −N(0)),
∫

N(0)dM = N(0)(M −M(0)). Je±li zatem poka-

»emy twierdzenie dla M −M(0), N −N(0), to

(M −M(0))(N −N(0)) =

∫
(M −M(0))d(N −N(0)) +

+

∫
(N −N(0))d(M −M(0)) + 〈(M −M(0)), (N −N(0))〉 =

=

∫
MdN −M(0)(N −N(0)) +

∫
NdM −N(0)(N −N(0)) + 〈M, N〉.

Wystarczy zauwa»y¢, »e

(M −M(0))(N −N(0)) = MN −M(0)(N −N(0))−N(0)(N −N(0)) + M(0)N(0).
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Zatem zachodzi równo±¢ MN = M(0)N(0) +
∫

MdN +
∫

NdM + 〈M, N〉.
(3) Wystarczy udowodni¢ tez¦ dla M = N , to znaczy

M2 = 2

∫
MdM + 〈M〉.

Istotnie stosuj¡c powy»sz¡ równo±¢ do M + N , M −N dostajemy

MN =
1

4
((M + N)2 − (M −N)2) =

1

4
(2

∫
(M + N)d(M + N) + 〈M + N〉 −

−2

∫
(M −N)d(M −N)− 〈M −N〉) =

∫
MdN +

∫
NdM + 〈M, N〉,

gdzie w ostatniej linijce skorzystali±my ze wzoru na 〈M, N〉 oraz z liniowo±ci caªki sto-

chastycznej, to znaczy∫
(X + Y )d(Z1 + Z2) =

∫
XdZ1 +

∫
XdZ2 +

∫
Y dZ1 +

∫
Y dZ2.

Dokonane uproszczenia pozwalaj¡ nam przyst¡pi¢ do zasadniczego dowodu.

(4) Niech τn = inf{t : |M(t)| > n}. Zatem M τn jest martyngaªem ograniczonym.

Przypomnijmy, »e analogicznie jak dla procesu Wienera mo»na pokaza¢, »e

(M τn)2 = 2

∫
M τndM τn + 〈M τn〉. (4.2)

Zachodzi równo±¢ 〈M〉τn = 〈M τn〉, a ponadto∫ t

0

M τndM τn =

∫ t∧τn

0

M τndM =

∫ t∧τn

0

1[0,τn]M
τndM =

=

∫ t

0

1[0,τn]MdM =

∫ t∧τn

0

MdM.

Przechodz¡c z n do ∞ w równo±ci

(M τn)2(t) = 2

∫ t∧τn

0

MdM + 〈M〉τn(t)

ko«czymy dowód twierdzenia.

�

De�nicja 12 Oznaczmy przez Vc procesy ci¡gªe adaptowalne o sko«czonym wahaniu na

ka»dym odcinku [0, t] ⊂ [0, T ).
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Lemat 6 Niech M ∈M2,c
loc, A ∈ Vc, wówczas

MA = M(0)A(0) +

∫
AdM +

∫
MdA,

gdzie caªka
∫

AdM jest caªk¡ stochastyczn¡, a
∫

MdA zwykª¡ caªk¡ Stiltjesa (zde�nio-

wan¡ dla ka»dego ω).

Dowód. (1) Mo»na zaªo»y¢, »e M(0) = A(0) = 0 oraz, »e M, A s¡ ograniczone.

(2) Niech (tnj )n b¦dzie ci¡giem podziaªów normalnych, to znaczy

t < T, 0 = tn0 < tn1 ... < tnm = t, max
j

(tnj+1 − tnj )→ 0 gdy n→∞.

Wówczas

M(t)A(t) =
mn−1∑
j=0

(M(tnj+1)−M(tnj ))(A(tnj+1)− A(tnj )) +

+
mn−1∑
j=0

M(tnj )(A(tnj+1)− A(tnj )) +
mn∑
j=1

A(tnj )(M(tnj+1)−M(tnj )).

Zauwa»my, »e

mn−1∑
j=0

M(tnj )(A(tnj+1)− A(tnj ))→
∫ t

0

MdA,
mn−1∑
j=0

A(tnj−1)(M(tnj+1)−M(tnj ))→
∫ t

0

AdM

oraz

|
mn−1∑
j=0

(M(tnj+1)−M(tnj ))(A(tnj+1)− A(tnj ))| 6

6

√√√√(
mn−1∑
j=0

(M(tnj+1)−M(tnj ))2)(
mn−1∑
j=0

(A(tnj+1)− A(tnj ))2) 6

6 〈M〉(t) max
j
|A(tnj+1)− A(tnj )|‖A‖(t)→ 0,

gdzie ‖A‖(t) oznacza wahanie procesu A w punkcie t.

�

Mamy wi¦c wzory na caªkowanie przez cz¦±ci dla M, N ∈ M2,c
loc jak równie» w przy-

padku gdy A ∈ Vc, M ∈ M2,c
loc. Dla kompletnego zobrazowania zjawiska potrzebujemy

nast¦puj¡cego lematu.

Lemat 7 Je±li A, B ∈ Vc, to

AB = A(0)B(0) +

∫
AdB +

∫
BdA.

Dowód lematu przebiega podobnie jak dowód Lematu 6.

23



Rozdziaª 5

Wzór Ito

Zaczniemy od nast¦puj¡cego faktu (twierdzenia o zbie»no±ci zdominowanej caªek stocha-

stycznych).

Stwierdzenie 6 Niech M ∈M2,c
loc, Xn prognozowalne takie, »e

Xn(t, ω)→ X(t, ω).

Zakªadamy ponadto, »e Xn s¡ zdominowane, to znaczy istnieje Y ∈ Λ2
T (M) takie, »e

|Xn(t, ω)| 6 Y (t, ω). Wówczas Xn, X ∈ Λ2
T (M) oraz∫ t

0

XndM
P→

∫ t

0

XdM.

Dowód. Jest jasne, »e Xn, X ∈ Λ2
T (M) (bo Y ∈ Λ2

T (M) dominuje te zmienne). Ponadto∫ t

0

X2
nd〈M〉 6

∫ t

0

Y 2〈M〉 <∞.

Zaªó»my, »e τk jest ci¡giem lokalizuj¡cym, czyli M τk ∈M2,c
T . Twierdzenie o zatrzymywa-

niu caªki stochastycznej daje nam 1(0,τk]Y
∫
L2

T (M τk). Zatem z nierówno±ci 1(0,τk]X
2
n 6

1(0,τk]Y wynika, »e równie» 1(0,τk]Xn ∈ L2
T (M τk). Z klasycznego twierdzenia Lebesgue'a

o zmajoryzowanej zbie»no±ci

1(0,τk]Xn → 1(0,τk]X, w L2
T (M τk).

Czyli

E

∫ t

0

1(0,τk](Xn −X)2d〈M〉 → 0, gdy, n→∞.

Co daje zbie»no±¢ w L2(Ω)∫ t

0

1(0,τk]XndM τk →
∫ t

0

1(0,τk]XdM τk
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Zatem z de�nicji ∫ t∧τk

0

XndM →
∫ t∧τk

0

XdM

Uwaga, »e Ak = {τk > t} ↗ Ω razem z Lematem 2 ko«czy dowód stwierdzenia.

�

Kluczowym poj¦ciem w teorii caªki stochastycznej jest poj¦cie semimartyngaªu.

De�nicja 13 Proces Z(t), t < T nazywamy semimartyngaªem ci¡gªym je±li

Z = Z(0) + M + A, gdzie

Z(0) jest F0 mierzalne, M ∈M2,c
loc natomiast A ∈ Vc. Ponadto M(0) = A(0) = 0.

Uwaga 11 Je±li Z = Z(0) + M + A semimartyngaªem ci¡gªym, to M, A s¡ wyznaczone

jednoznacznie.

Dowód. Korzystamy z argumentu dyskutowanego na ¢wiczeniach. Gdyby istniaªy dwa

przedstawienia Z = Z(0) + M + A, Z = Z(0) + M ′ + A′, to

M −M ′ = −(A− A′) ∈ Vc.

Ponadto M − M ′ ∈ M2,c
loc oraz M(0) − M ′(0) = 0. St¡d M − M ′ ≡ 0. Pokazali±my

wprawdzie ten fakt dla martyngaªów, ale przez zatrzymywanie mo»na go rozszerzy¢ na

martyngaªy lokalne.

�

Najwa»niejszym przykªadem s¡ procesy

Z = Z(0) +

∫
XdW +

∫
Y ds,

gdzie X ∈ Λ2
T , Y prognozowalny, mierzalny.

Wniosek 5 Je±li Z1, Z2 s¡ semimartyngaªami ci¡gªymi, to Z1Z2 te» jest semimartynga-

ªem. Ponadto je±li

Z1 = Z1(0) + M1 + A1, Z2 = Z2(0) + M2 + A2.

to

Z1Z2 = Z1(0)Z2(0) +

∫
Z1dZ2 +

∫
Z2dZ1 + 〈M1, M2〉. (5.1)

De�nicja 14 Niech Z1, Z2 b¦d¡ semimartyngaªami takimi, »e Z1 = Z1(0) + M1 + A1,

Z2 = Z2(0) + M2 + A2. Dla uproszczenia zapisu de�niujemy 〈Z1, Z2〉 = 〈M1, M2〉.

25



W my±l powy»szej uwagi wzór na caªkowanie przez cz¦±ci przyjmuje szczególnie prost¡

posta¢

Z1Z2 = Z1(0)Z2(0) +

∫
Z1dZ2 +

∫
Z2dZ1 + 〈Z1, Z2〉.

Zachodzi nast¦puj¡ce uogólnienie Uwagi 10.

Uwaga 12 Niech Z = Z(0) + M + A b¦dzie semimartyngaªem. Niech X ∈ Λ2
T (M),

Y -prognozowalny, lokalnie ograniczony. De�niujemy Z ′ =
∫

XdZ. Zachodzi równo±¢∫
Y dZ ′ =

∫
XY dZ.

Twierdzenie 9 (Wzór Ito) Niech Z = Z(0)+M +A b¦dzie ci¡gªym semimartyngaªem.

Niech f : R→ R, b¦dzie klasy C2. Wówczas zachodzi wzór

f(Z(t)) = f(Z(0)) +

∫ t

0

f ′(Z(s))dZ(s) +
1

2

∫ t

0

f ′′(Z(s))d〈M〉(s).

Innymi sªowy f(Z) jest semimartyngaªem, dziaªanie funkcji f na semimartyngaªy (to

znaczy Z → f ◦ Z) nie wyprowadza poza t¡ klas¦.

Dowód. Warto zwróci¢ uwag¦, »e caªki powy»szych wzorach s¡ dobrze okre±lone. Po-

nadto wystarczy pokaza¢ twierdzenie dla ka»dego t z osobna, bo st¡d ju» wynika równo±¢

w sensie nieodró»nialno±ci. (Np. dlatego, »e trajektorie procesów po lewej i prawej stronie

s¡ ci¡gªe, a zatem równo±¢ na przeliczalnym zbiorze indeksów daje równo±¢ trajektorii).

B¦dziemy systematycznie upraszcza¢ zagadnienie.

(1) Mo»na zaªo»y¢, »e Z(0) jest ograniczone. Istotnie je±li Z(0) nie jest ograniczone, to

mo»emy zde�niowa¢

Zn(0) := Z(0)1{|Z(0)|6n}.

Niech Zn := Zn(0)+M +A. Zauwa»my, »e Zn(t)→ Z(t) p.n. dla ka»dego t 6 T . Ponadto

|f ′(Zn(s)| 6 sup
n>1
|f ′(Zn(s))| 6 C(t), dla s 6 t,

gdzie C(t) jest zmienn¡ losow¡. St¡d wynika, »e supn>1 |f ′(Zn)| ∈ Λ2
T (M), gdy»∫ t

0

sup
n>1
|f ′(Zn)|d〈M〉 6 C(t)〈M〉(t) <∞.

Zatem na mocy Stwierdzenia 6 dostajemy, »e∫ t

0

f ′(Zn)dM
P→

∫ t

0

f ′(Z)dM.
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Poniewa» w oczywisty sposób pozostaªe caªki we wzorze Ito zbiegaj¡ wedªug P, wi¦c po

lewej stronie mamy ci¡g zmiennych ξn := f(Zn)(t) zbie»ny p.n. do ξ := f(Z)(t), a po

prawej ci¡g zmiennych

ηn := f(Zn(0)) +

∫ t

0

f ′(Zn)dZn +
1

2

∫ t

0

f ′′(Zn)d〈M〉(s)

zbie»ny wedªug P do zmiennej η. Równo±¢ ξn = ηn wraz z jednoznaczno±ci¡ granic daj¡

ξ = η.

(2) Mo»na zaªo»y¢, »e Z jest ograniczony. Przypu±¢my, »e mamy wzór Ito dla Z ograni-

czonych. Niech Z dowolny taki, »e Z(0) ograniczony. De�niujemy momenty zatrzymania

τ ′n := inf{t |M(t)| > n} ∧ T ; τ ′′n := inf{t |A(t)| > n} ∧ T.

Niech wreszcie τn := τ ′n ∧ τ ′′n . Mamy τn ↗ T , ponadto

Zn := Z(0) + M τn + Aτn

jest semimartyngaªem ci¡gªym, ograniczonym. Zauwa»my, »e Zn(t)→ Z(t) p.n. Ponadto

je±li wzór Ito jest prawdziwy dla Zn, to

f(Zn(t)) = f(Z(0)) +

∫ t

0

f ′(Zn)dM τn +

∫ t

0

f ′(Zn)dAτn +
1

2

∫ t

0

f ′′(Zn)d〈M τn〉 =

= f(Z(0)) +

∫ t∧τn

0

f ′(Zn)dM +

∫ t∧τn

0

f ′(Zn)dA
1

2

∫ t∧τn

0

f ′′(Zn)d〈M〉.

Dla s 6 τn mamy równo±ci Aτn(s) = A(s), M τn(s) = M(s), Zn(s) = Z(s). St¡d wynika

f(Zn(t)) = f(Z(0)) +

∫ t∧τn

0

f ′(Z)dZ
1

2

∫ t∧τn

0

f ′′(Z)d〈M〉.

Pozostaje zauwa»y¢, »e

p.n. f(Z)← f(Zn) = f(Z(0)) +

∫ t∧τn

0

f ′(Z)dZ
1

2

∫ t∧τn

0

f ′′(Z)d〈M〉 →

→ f(Z(0)) +

∫ t

0

f ′(Z)dZ +
1

2

∫ t

0

f ′′(Z)d〈M〉 p.n.

Mo»emy przej±¢ do najwa»niejszej cz¦±ci dowodu.

(3) Wystarczy pokaza¢ wzór Ito dla wielomianu. Przypu±¢my, »e wiemy, »e wzór Ito jest

prawdziwy dla wielomianu. Poniewa» f jest klasy C2, wi¦c istnieje ci¡g wielomianów fn

taki, »e

fn → f, f ′n → f ′, f ′′n → f ′′, jednostajnie na [−k, k],
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gdzie k dowolne naturalne. Zauwa»my, »e skoro Z jest ograniczony, to istnieje k ∈ N
takie, »e Z(s) ∈ [−k, k] dla ka»dego s 6 t. Zatem fn(Z)→ f(Z) jednostajnie. Podobnie

poniewa»

|f ′n(Z(s))| 6 sup
n

sup
x∈[−k,k]

|f ′(x)| 6 C <∞,

(jest oczywiste, proces staªy C ∈ Λ2
T (M)), wi¦c korzystaj¡c ze Stwierdzenia 6∫ t

0

f ′n(Z)dZ →
∫ t

0

f ′(Z)dZ, wedªug P.

Analogicznie dla f ′′n(Z) dostajemy zbie»no±¢∫ t

0

f ′′n(Z)d〈M〉 →
∫ t

0

f ′(Z)d〈M〉, wedªug P.

Zatem znowu korzystaj¡c z jednoznaczno±ci granic dostajemy

f(Z(t)) = f(Z(0)) +

∫ t

0

f ′(Z)dZ +
1

2

∫ t

0

f ′′(Z)d〈M〉.

Pozostaje nam sprawdzi¢ wzór Ito dla wielomianów.

(4) Zauwa»my najpierw, »e obie strony wzoru Ito s¡ liniowe wzgl¦dem f . Wystarczy

zatem sprawdzi¢ wzór Ito dla f = xn, n ∈ N. Dla f ≡ 1 wzór Ito jest oczywisty.

Udowodnimy teraz, »e je±li wzór Ito jest prawdziwy dla wielomianu f to jest prawdziwy

dla g(x) ≡ xf(x). Potrzebujemy wzorów

g′(x) = f(x) + xf ′(x), g′′(x) = 2f ′(x) + xf ′′(x).

W istocie musimy wykaza¢, »e

g(Z(t)) = Z(t)f(Z(t)) = Z(0)f(Z(0)) +

∫ t

0

(f(Z) + Zf ′(Z))dZ +

+
1

2

∫ t

0

(2f ′(Z) + Zf ′′(Z))d〈M〉 = g(Z(0)) +

∫ t

0

g′(Z)dZ
1

2

∫ t

0

g′′(Z)d〈M〉.

Zauwa»my, »e do Zf(Z) mo»emy zastosowa¢ wzór na caªkowanie przez cz¦±ci. To znaczy

Zf(Z) = Z(0)f(Z(0)) +

∫
Zdf(Z) +

∫
f(Z)dZ + 〈Z, f(Z)〉.

Korzystaj¡c ze wzoru Ito dla f mamy równo±¢∫
Zdf(Z) =

∫
Zd(

∫
f ′(Z)dZ +

1

2

∫
f ′′(Z)〈M〉)
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Warto przypomnie¢, »e
∫

Zdf(Z) =
∫

Zd(f(Z)− f(0)). Na mocy Uwagi 12∫
Zd(

∫
f ′(Z)dZ) =

∫
Zf ′(Z)dZ. (5.2)

Podobnie ∫
Zd(

1

2

∫
f ′′(Z)〈M〉) =

1

2

∫
Zf ′′(Z)d〈M〉. (5.3)

Pozostaje obliczy¢ 〈Z, f(Z)〉. Ze wzoru Ito

f(Z) = f(Z(0)) +

∫
f ′(Z)dZ +

1

2

∫
f ′′(Z)d〈M〉 =

= f(Z(0)) +

∫
f ′(Z)d(M + A) +

1

2

∫
f ′′(Z)d〈M〉

a zatem martyngaªem lokalnym w rozkªadzie f(Z) jest
∫

f ′(Z)dM . Z de�nicji

〈Z, f(Z)〉 = 〈M,

∫
f ′(Z)dM〉 = 〈

∫
1dM,

∫
f ′(Z)dM〉.

Zatem z wªasno±ci nawiasu sko±nego

〈Z, f(Z)〉 =

∫
f ′(Z)〈M〉. (5.4)

Równo±ci (5.2), (5.3), (5.4) daj¡

Z(0)f(Z(0)) +

∫
Zdf(Z) +

∫
f(Z)dZ + 〈Z, f(Z)〉 =

= Z(0)f(Z(0)) +

∫
(f(Z) + Zf ′(Z))dZ +

1

2

∫
(f ′(Z) + Zf ′′(Z))〈M〉.

Zatem wzór Ito jest prawdziwy dla funkcji g. To ko«czy dowód twierdzenia.

�

Mo»emy sformuªowa¢ wersj¦ wielowymiarow¡ twierdzenia Ito.

Twierdzenie 10 Niech Z1, ..., Zd b¦d¡ semimartyngaªami ci¡gªymi, f : Rd → R klasy

C2. Oznaczmy Z = (Z1, ..., Zd), Z = Z(0) + M + A. Zachodzi równo±¢

f(Z) = f(Z(0)) +

∫
∇f(Z)dZ +

1

2

∫
∇2f(Z)d〈M〉,

gdzie ∫
∇f(Z)dZ =

d∑
i=1

∂f(Z)

∂xi

,

∫
∇2f(Z)d〈M〉 =

d∑
i,j=1

∫
∂2f(Z)

∂xi∂xj

d〈Mi, Mj〉. (5.5)
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Rozdziaª 6

Charakteryzacje procesu Wienera

6.1 Twierdzenie Levy'ego

Twierdzenie 11 ( Tw. Levy'ego) Niech M b¦dzie ci¡gªym martyngaªem lokalnym takim,

»e M(0) = 0. Proces M jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy M2(t) − t jest

martyngaªem lokalnym, to znaczy 〈M〉(t) = t.

Dowód. Je±li M = W , to oczywi±cie 〈M〉 = t. Caªa trudno±¢ jest w dowodzie twierdzenia

przeciwnego.

(1) Poka»emy najpierw, »e M ∈M2,c. Niech τn b¦dzie lokalizacj¡ martyngaªu lokalnego

M . Z de�nicji M2(t ∧ τn)− t ∧ τn jest martyngaªem. Stosujemy nierówno±¢ Dooba

E sup
s6t

M2(s ∧ τn) = E sup
s6t∧τn

M2(s) 6 4EM2(t ∧ τn).

Z lematu Fatou dostajemy

E sup
s6t

M2(s) 6 lim
n→∞

4E(t ∧ taun) = 4 lim
n→∞

(t ∧ τn) = 4t.

Czyli

E sup
s6t

M2(s ∧ τn) 6 E sup
s6t

M2(s) 6 4t, (6.1)

co w szczególno±ci oznacza, »e rodzina M2(s) dla s ∈ [0, t] jest jednostajnie caªkowalna.

Niech s < t. Wiemy, »e dla ka»dego n

E(M(t ∧ τn)|Fs) = M(s ∧ τn),

zatem poniewa» M(t ∧ τn)→M(t), M(s ∧ τn)→M(s) p.n., wi¦c

E(M(t)|Fs)← E(M(t ∧ τn)|Fs) = M(s ∧ τn)→M(s), p.n.
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Korzystamy tu z faktu, »e rodzina zmiennych (M(t ∧ τn)) jest jednostajnie caªkowalna

(nierówno±¢ (6.1)). Pokazali±my, »e M jest martyngaªem oraz EM2(t) <∞, dla ka»dego

t <∞, co daje M ∈M2,c.

(2) Wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego h ∈ R, t > s mamy

E(eih(M(t)−M(s))|Fs) = e−
1
2
(t−s)h2

(6.2)

W szczególno±ci

E(eih(M(t)−M(s))) = e−
1
2
(t−s)h2

czyli przyrosty M(t) −M(s) s¡ gaussowskie. Poka»emy, »e z (5.2) wynika niezale»no±¢

M(t) −M(s) od σ-ciaªa Fs. Równowa»nie dla ka»dej zmiennej η mierzalnej wzgl¦dem

Fs zmienne M(t)−M(s), η s¡ niezale»ne. Korzystamy z równo±ci

E(eih1(M(t)−M(s))+ih2η) = E(E(eih1(M(t)−M(s))+ih2η|Fs)) =

= E(eih2ηE(eih1(M(t)−M(s))|Fs)) = e−
1
2
(t−s)h2

1E(eih2η) = E(eih(M(t)−M(s)))E(eih2η),

dla ka»dego h1, h2 ∈ R, co jest równowa»ne niezale»no±ci M(t)−M(s), η.

(3) Udowodnimy równo±¢ (5.2). Stosujemy wzór Ito do funkcji f(x) = eihx. Wzór Ito

dla funkcji o warto±ciach zespolonych jest prostym uogólnieniem klasycznego wzoru Ito

(sprawdza oddzielnie dla cz¦±ci rzeczywistej i urojonej). Mamy wzory

f ′(x) = iheihx, f ′′(x) = −h2eihx.

Zatem na mocy wzoru Ito zachodzi równo±¢

eihM(t) = 1 + ih

∫ t

0

eihM(u)dM(u)− h2

2

∫ t

0

eihM(u)du =

= eihM(s) +

∫ t

s

eihM(u)dM(u)− h2

2

∫ t

s

eihM(u)du.

Wiemy, »e M ∈M2,c, oraz |eihM(u)| = 1, zatem
∫

eihMdM ∈ L2
t (M) (dla ka»dego t <∞).

Ustalmy dowolny zbiór A ∈ Fs. Z de�nicji martyngaªu wynika, »e

E(1A

∫ t

s

eihMdM) = E(1A(

∫ t

0

eihMdM −
∫ s

0

eihMdM)) = 0.

Zatem

E(1AeihM(t)) = E(1AeihM(s))− h2

2
E(1A

∫ t

0

eihM(u)du).

Oznaczmy g(r) := E(1AeihM(u+s)). Mo»emy przepisa¢ powy»sze równanie

g(t− s) = g(0)− h2

2

∫ t

s

g(u− s)du = g(0)− h2

2

∫ t−s

0

g(u)du.
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Jest to równanie liniowe, które ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie

g(r) = g(0)e−
1
2
h2(t−s).

Co oznacza, »e

E(1AeihM(t)) = e−
1
2
h2(t−s)E(1AeihM(s)).

Poniewa» tak jest dla ka»dego A ∈ Fs, wi¦c z de�nicji warunkowej warto±ci oczekiwanej

E(eihM(t)|Fs) = e−
1
2
h2(t−s)eihM(s).

To ko«czy dowód twierdzenia. Z de�nicji proces gaussowski, ci¡gªy o przyrostach nieza-

le»nych, taki, »e EM(t) = 0, EM2(t) = t (wnioski z (5.2) jest procesem Wienera.

�

Zachodzi nast¦puj¡ce uogólnienie twierdzenia Levy'ego (na ¢wiczenia).

Twierdzenie 12 Niech M1, ...,Md b¦d¡ martyngaªami lokalnymi, Mi(0) = 0, i = 1, ..., d.

Wówczas M = (M1, ...,Md) jest d-wymiarowym procesem Wienera wtedy i tylko wtedy,

gdy

〈Mi, Mj〉(t) = δi,jt, dla 1 6 i, j 6 d.

6.2 Martyngaªy eksponencjalne

Twierdzenie 13 Niech M b¦dzie procesem ci¡gªym adaptowalnym, M(0) = 0. Wówczas

M jest procesem Wienera wzgl¦dem �ltracji (Ft) wtedy i tylko wtedy, gdy eλM(t)−λ2

2
t dla

ka»dego λ ∈ R jest martyngaªem lokalnym.

Dowód. Podobnie jak w twierdzeniu Levy'ego je±li M = W , to w oczywisty sposób

eλM(t)−λ2

2
t jest martyngaªem lokalnym dla ka»dego λ ∈ R.

De�niujemy momenty zatrzymania

τn = inf{t : |M(t)| > n} ∧ n.

St¡d |M(t ∧ τn)| 6 n oraz

eλM(t∧τn)−λ2

2
(t∧τn) 6 e|λn|.

Ograniczony martyngaª lokalny jest martyngaªem. Niech s < t, A ∈ Fs. Mamy równo±¢

E(1AeλM(t∧τn)−λ2

2
(t∧τn)) = E(1AeλM(s∧τn)−λ2

2
(s∧τn)) (6.3)

Oznaczmy

g(λ) = eλM(t∧τn)−λ2

2
(t∧τn).
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Mamy

|g′(λ)| = |(M(t ∧ τn)− λ(t ∧ τn))g(λ)| 6 n(1 + |λ|)en|λ|.

W szczególno±ci |g′(λ)| 6 n(1 + λ0)e
nλ0 , dla |λ| 6 λ0. Zatem mo»na przej±¢ z ró»niczko-

waniem pod znak caªki w równo±ci (6.3). St¡d

E(1A(M(t ∧ τn)− λ(t ∧ τn))eλM(t∧τn)−λ2

2
(t∧τn)) =

= E(1A(M(s ∧ τn)− λ(s ∧ τn))eλM(s∧τn)−λ2

2
(s∧τn))

w pewnym otoczeniu 0 (|λ| < λ0). Kªad¡c λ = 0 dostajemy

E(1AM(t ∧ τn)) = E(1AM(s ∧ τn)).

To oznacza, »e E(M(t ∧ τn)|Fs) = M(s ∧ τn), czyli M jest martyngaªem lokalnym.

Analogicznie dowodzi sie, »e g′′(λ) 6 C(n, λ0), dla |λ| < λ0. Ponadto zachodz¡ wzory

g′′(λ) = (M(t ∧ τn)− λ(t ∧ τn))2g(λ)− (t ∧ τn)g(λ)

oraz

g′′(0) = M2(t ∧ τn)− (t ∧ τn).

Zatem mo»emy dwukrotnie przej±¢ z ró»niczkowaniem pod znak caªki w równo±ci (6.3).

Dla λ = 0 dostajemy równo±¢

E(1A(M2(t ∧ τn)− (t ∧ τn))) = E(1A(M2(s ∧ τn)− (s ∧ τn))),

czyli E(M2(t∧τn)−(t∧τn)|Fs) = M2(s∧τn)−(s∧τn). St¡d M2(t)− t jest martyngaªem

lokalnym. Na mocy twierdzenia Levy'ego dostajemy tez¦.

�

6.3 Zatrzymywanie martyngaªów lokalnych

Lemat 8 Je±li M ∈M2,c
loc, to z P = 1 procesy M i 〈M〉 maj¡ te same przedziaªy staªo±ci.

To znaczy

P(
⋃

s,t∈[0,T ]

({ω ∈ Ω : M(ω) staªe na [s, t]}4{ω ∈ Ω : 〈M〉(ω) staªe na [s, t]})) = 0,

gdzie przez 4 rozumiemy ró»nic¦ symetryczn¡ zbiorów.
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Dowód. Mo»na zaªo»y¢, »e Ft = Ft+ =
⋂

s>tFs, bo M jest martyngaªem lokalnym,

ci¡gªym. Ponadto mo»na zakªada¢, »e M ∈ M2,c. Poniewa» M i 〈M〉 s¡ ci¡gªe, wi¦c

wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego r < s r, s ∈ Q zachodzi

{M : staªe na [r, s]} = {〈M〉 : [r, s]}, p.n.

De�niujemy moment zatrzymania

τ := inf{t : t > r 〈M〉(t) > 〈M〉(r)}.

To jest moment stopu gdy» Ft = Ft+. Zauwa»my teraz, »e 1(r, τ ] jest ograniczonym

procesem prognozowalnym. Ponadto

〈
∫

1(r,τ ]dM〉 =

∫
1(r,τ ]d〈M〉 = 0

Je±li N ∈M2,c, 〈N〉 ≡ 0, to N ≡ N(0) (sprawdzi¢). Zatem

M(τ ∧ t)−M(r) =

∫ t

0

1(r,τ ] =

∫ t

0

1(r,τ ]dM = 0.

To oznacza, »e M(τ ∧ t) = M(r). Na odwrót M(ω) staªe na przedziale [s, t], to z Twier-

dzenia 6 〈M〉(t) = 〈M〉(s).
�

Okazuje si¦, »e ka»dy odpowiednio stopuj¡c martyngaª M ∈M2,c
loc mo»na otrzyma¢ proces

Wienera.

Twierdzenie 14 Niech M ∈ M2,c
loc,T , T 6∞ b¦dzie takie, »e M(0) = 0 oraz 〈M〉(T ) =

∞ p.n. Niech

τt := inf{s : 〈M〉(s) > t}.

Wówczas M(τt) jest procesem Wienera. W szczególno±ci, je±li X ∈ Λ2
T ,

∫ T

0
X2(s)ds =∞

p.n., to τt = inf{s :
∫ s

0
X2(u)du > t} oraz

∫ τt

0
X(u)dW (u) jest procesem Wienera.

Dowód. Zauwa»my, »e τt jest dobrze okre±lony (prawostronna ci¡gªo±¢ �ltracji F = Ft+

oraz 〈M〉T =∞ p.n.). Z de�nicji 〈M → (τt) = t. Ponadto z nierówno±ci Dooba

E( sup
s,t∈T

M2(s)) 6 4E〈M〉(τt) = 4t.

Zauwa»my, »e τt jest niemalej¡ce, czyli je±li t1 6 t2, to τt1 6 τt2 . Proces M(τt ∧ s) jest

martyngaªem jednostajnie caªkowalnym, stad M(τ ∧ s) = E(M(τt)|Fs). W szczególno±ci

z równo±ci Dooba dla martyngaªów je±li r < t, to τr < τt oraz

M(τr) = M(τt ∧ τr) = E(M(τt)|Fτr).
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Pokazali±my, »e M(τt) jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji Fτt . Jest jasne, »e M(τt) ma

prawostronnie ci¡gªe trajektorie. Poka»emy, »e M(τt) jest ci¡gªy. W istocie problem mo»e

pojawi¢ si¦ jedynie je±li limr→t− τr(ω) < τt(ω).

Przypu±¢my, »e r ↗ t, wówczas τr(ω)↗ σ(ω) < τt(ω). Wiemy, »e

τr 6 σ ⇒ r = 〈M〉(τr) 6 〈M〉(σ) ⇒ t 6 〈M〉(σ).

Z drugiej strony σ < τt, a zatem 〈M〉(σ) = t. To pokazuje, »e 〈M〉(σ) = 〈M〉(τt) = t,

czyli 〈M〉 jest staªe na odcinku [σ, τt]. Na moc Lematu 8 dostajemy, »e M równie» jest

staªy na [σ, τt]. To dowodzi, »e M(τt−) = M(σ) = M(τ+). Udowodnili±my, »e martyngaª

M(τt) jest ci¡gªy.

Rozwa»my proces M2(τt) − 〈M〉(τt). Poka»emy, »e jest to martyngaª wzgl¦dem �ltracji

(Ft+). Z nierówno±ci Dooba wynika

E sup
s6τt

|M2(s)− 〈M〉(s)| = E sup
s6τt

|M2(τt ∧ s)− 〈M〉(τt ∧ s)| 6

6 E sup
s6τt

M2(s) + E〈M〉(τt) 6 5t. (6.4)

Poniewa»

M2(τt ∧ s)− 〈M〉(τt ∧ s) = E(M2(τt)− 〈M〉(τt)|Fs),

wi¦c z równo±ci Dooba dla r < t (τr ← τt)

M2(τr)− 〈M〉(τr) = M2(τt ∧ τr)− 〈M〉(τt ∧ τr) = E(M2(τt)− 〈M〉(τt)|Fτr).

Pokazali±my, »e M(τt) jest martyngaªem ci¡gªym, M2(τt)−〈M → (τt) równie», a ponadto

〈M〉(τt) = t. Z twierdzenia Levy'ego wynika, »e M(τt) jest procesem Wienera wzgl¦dem

�ltracji Ft+.

�

Pozostaje pytanie co je±li P(〈M〉(T ) <∞) > 0.

Uwaga 13 Je±li P(〈M〉(T ) < ∞) > 0, to je±li V b¦dzie niezale»nym od M procesem

Wienera, wówczas de�niuj¡c

U(t) := M(τt) + V (t)− V (t ∧ 〈M〉(T )),

gdzie τt(ω) = T dla t > 〈M〉(T ), oraz τt = inf{s : 〈M〉(s) > t} dla t < 〈M〉(T ),

otrzymamy proces Wienera.
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Rozdziaª 7

Stochastyczne równania ró»niczkowe

7.1 Proces dyfuzji

Stochastycznym równaniem ró»niczkowym b¦dziemy nazywa¢ nast¦puj¡ce równanie

dX(t) = b(X(t))dt + σ(X(t))dW (t), t ∈ [s, T ], (7.1)

gdzie X(s) = ξ, ξ ∈ Fs. Przez powy»szy zapis nale»y rozumie¢, »e

X(t) = ξ +

∫ t

s

b(X(u))du +

∫ t

s

σ(X(u))dW (u).

B¦dziemy zakªada¢, »e b, σ s¡ ci¡gªe (czasami wystarcz¡ sªabsze zaªo»enia).

W szczególno±ci interesuj¡cym przypadkiem jest równanie

X(t) = x +

∫ t

0

b(X(u))du +

∫ t

0

σ(X(u))dW (u).

Przypu±¢my, »e dla ka»dego x ∈ R istnieje rozwi¡zanie X(t, x, ω), mierzalne wzgl¦dem

(x, ω). Zamiast wielu procesów mo»na rozwa»a¢ jeden proces na przestrzeni Ω = R× Ω

z �ltracj¡ F t = B(R)⊗Ft z rodzin¡ prawdopodobie«stw Px = δx⊗P. Proces zadajemy

wzorem X(t, ω) = X(t, x, ω), gdzie ω = (x, ω). Zatem

Px({(y, ω) : X(0, y, ω) = x}) = P(ω : X(0, ω) = x) = 1.

Niech ponadto Exf(X(t)) = Ef(X(t, x)).

Twierdzenie 15 Zaªó»my, »e (Ω,F t, X(t),Px) jest jednorodn¡ rodzin¡ Markowa, której

generatorem póªgrupy jest operator A. Wówczas dla ka»dej f ∈ C2
0 (funkcje klasy C2 o

no±nikach zwartych), f ∈ DA

Lf(y) = f ′(y)b(y) +
1

2
σ2(y)f ′′(y).
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Dowód. Stosujemy wzór Ito

f(X(t)) = f(x) +

∫ t

0

f ′(X(u))b(X(u))du +

+

∫ t

0

f ′(X(u))σ(X(u))dW (u) +
1

2

∫ t

0

f ′′(X(u))σ2(X(u))du =

= f(x) +

∫ t

0

f ′(X(u))σ(X(u))dW (u) +

∫ t

0

Lf(X(u))du.

Zauwa»my, »e je±li f ∈ C2
0 , to

∫ t

0
f ′(X(u))σ(X(u))dW (u) jest martyngaªem. Istotnie

E sup
t6T
|
∫ t

0

L(f ′(X(u))σ(X(u)))2du| <∞.

Mo»na te» skorzysta¢ z faktu, »e ka»dy ograniczony martyngaª lokalny jest martyngaªem.

St¡d

Ef(X(t)) = f(x) +

∫ t

0

ELf(X(s))ds.

U»ywaj¡c notacji X(x, ω) mo»emy zapisa¢ powy»sz¡ równo±¢ nast¦puj¡co

Exf(X(t)) = f(x) +

∫ t

0

ExLf(X(s))ds.

Niech B oznacza przestrze« Banach funkcji borelowskich, ograniczonych. Przypomnijmy,

»e póªgrup¦ Tt zwi¡zan¡ z jednorodnym procesem Markowa zadaje si¦ wzorem Ttf(x) :=

Exf(X), dla ka»dego f ∈ B. Zatem

Ttf(x)− f(x) =

∫ t

0

TsLf(x)ds,

dla f ∈ C2
0 . St¡d

‖Ttf − f‖ 6 t‖Lf‖ → 0, gdy t→ 0,

gdzie ‖ · ‖ oznacza norm¦ supremum. To oznacza, »e C2
0 ⊂ B0 (podprzestrze« B zªo»ona

z funkcji na których póªgrupa jest mocno ci¡gªa). Co wi¦cej

|1
t
(Ttf(x)− f(x))− Lf(x)| = 1

t
|
∫ t

0

(TsLf(x)− Lf(x))ds| 6

6 sup
s6t
‖TsLf − Lf‖ → 0 gdy t→∞. (7.2)

Zbie»no±¢ wynika z faktu, »e Lf ∈ C0 ⊂ B0.

�

De�nicja 15 Rodzin¦ Markowa tak¡, »e C2
0 ⊂ DA i Af = Lf dla f ∈ C2

0 nazywa si¦

procesem dyfuzji z operatorem tworz¡cym L

Zwyczajowo b w równaniu (7.1) nazywa si¦ wspóªczynnikiem dryfu, σ wspóªczynnikiem

dyfuzji.
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7.2 Istnienie rozwi¡zania

Rozpatrujemy równanie (7.1)

X(t) = ξ +

∫ t

s

b(X(u))du +

∫ t

s

σ(X(u))dW (u).

B¦dziemy zakªada¢, »e b i σ speªniaj¡ warunek Lipschitza ze staª¡ K

|b(x)− b(y)| 6 K|x− y|, |σ(x)− σ(y)| 6 K|x− y|. (7.3)

W szczególno±ci wynika st¡d, »e

|b(x)|, |σ(x)| 6 K
√

1 + x2.

Twierdzenie 16 Zaªó»my, »e b, σ speªniaj¡ warunek (7.3) (warunek Lipschitza ze staª¡

K). Je±li istnieje rozwi¡zanie równania (7.1) to jest dokªadnie jedno.

Dowód. Przypu±¢my, »e X1, X2 s¡ rozwi¡zaniami równania (7.1). St¡d

X1(t)−X2(t) =

∫ t

s

(b(X1(u))− b(X2(u)))du +

∫ t

s

(σ(X1(u))− σ(X2(u)))dW (u).

(1) Zaªó»my, »e t → EX2
1 (t), t → EX2

2 (t) s¡ ograniczone na przedziaªach sko«czonych.

Skorzystamy z nierówno±ci (a + b)2 6 2a2 + 2b2. Mamy

E(X1(t)−X2(t))
2 6 2E

∫ t

0

(b(X1(u))− b(X2(u)))du +

+2E(

∫ t

s

(σ(X1(u))− σ(X2(u)))dW (u))2.

Oznaczmy

A := 2E

∫ t

0

(b(X1(u))− b(X2(u)))du, B := 2E(

∫ t

s

(σ(X1(u))− σ(X2(u)))dW (u))2.

Szacujemy z warunku (7.3) i z nierówno±ci Schwarza

A 6 2K2E

∫ t

s

|X1(u)−X2(u)|du 6 2K2(t− s)

∫ t

s

E|X1(u)−X2(u)|2du.

Przypomnijmy teraz, »e σ2(x) 6 K2(1 + x2). St¡d

E

∫ t

s

σ2(X1(u))du 6 Kt + K

∫ t

0

EX2(u)du.
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To oznacza, »e proces
∫ t

0
(σ(X1(u))−σ(X2(u)))dW (u) jest martyngaªem (bo (σ(X1(t))−

σ(X2(t))) ∈ L2
T ). Korzystaj¡c dodatkowo z warunku (7.3) otrzymujemy

B = 2E

∫ t

s

(σ(X1(u))− σ(X2(u)))2du 6 2K2

∫ t

s

E(X1(u)−X2(u))2du.

Pokazali±my, »e

E(X1(t)−X2(t))
2 6 2K2(t− s + 1)

∫ t

s

E(X1(u)−X2(u))2du.

Oznaczmy C := 2K2(t− s + 1). Indukcyjnie pokazujemy, »e

E(X1(t)−X2(t))
2 6 Cn

∫ t

s

∫ u1

s

...

∫ un−1

s

E(X1(un)−X2(un))2dun...du1.

St¡d

E(X1(t)−X2(t))
2 6 Cn |t− s|n

n!
sup

s6u6t
E|X1(u)−X2(u)|2 → 0, gdy n→∞.

To oznacza, »e E|X1(t) − X2(t)|2 = 0, czyli X1(t) = X2(t) p.n. Z ci¡gªo±ci wynika, »e

oba procesy s¡ nieodró»nialne.

Niech teraz X1, X2 b¦d¡ dowolnymi rozwi¡zaniami. De�niujemy

σn =

{
T ξ 6 n

s ξ > n

τn = inf{t > s : |X1(t)|+ |X2(t)| > n} ∧ T ∧ σn

Z de�nicji wynika, »e |Xi(t)|1(s,τn](t) 6 n dla i ∈ {1, 2}. Korzystaj¡c z nierówno±ci

σ2(x) 6 K2(1 + x2) dostajemy

σ2(Xi(t))1(s,τn](t) 6 K2(1 + X2
i (t))1(s,τn](t) 6 K2(1 + n2).

Zachodzi równo±¢

X1(t ∧ τn)−X2(t ∧ τn) =

∫ t∧τn

s

(b(X1(u))− b(X2(u)))du +

+

∫ t∧τn

s

(σ(X1(u))− σ(X2(u)))dW (u) =

∫ t

s

(b(X1(u))− b(X2(u)))1(s,τn](u)du +

+

∫ t

s

(σ(X1(u))− σ(X2(u)))1(s,τn](u)dW (u).

Rozumuj¡c jak w cz¦±ci pierwszej dostajemy

E|X1(t ∧ τn)−X2(t ∧ τn)|2 = 0.

Czyli X1(t ∧ τn) = X2(t ∧ τn) p.n.. Przechodz¡c z n do niesko«czono±ci, dostajemy

X1(t) = X2(t) p.n. Z ci¡gªo±ci wynika nieodró»nialno±¢.

�
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Twierdzenie 17 Je±li Eξ2 < ∞, b, σ speªniaj¡ warunek (7.3), to równanie stocha-

styczne (7.1) ma rozwi¡zanie (dokªadnie jedno), przy czym EX2(t) < ∞ i funkcja

t→ EX2(t) jest ograniczona na przedziaªach ograniczonych.

Dowód. (1) De�niujemy X0(t) = ξ, t > s oraz

Xn(t) = ξ +

∫ t

s

b(Xn−1(u))du +

∫ t

s

σ(Xn−1(u))dW (u).

Z de�nicji Xn jest procesem prognozowalnym (bo jest ci¡gªy i adaptowalny). Ponadto

funkcja t → EX2
n(t) jest ograniczona na przedziaªach ograniczonych (indukcja i wzór

izometryczny dla caªek Ito

(2) Szacujemy E(Xn+1(t)−Xn(t))2. Dla n = 0

E(X1(t)−X0(t))
2 = E(

∫ t

s

b(ξ)du +

∫ t

s

σ(ξ)dW (u))2 6

6 2Eb2(ξ)(t− s)2 + Eσ2(ξ)(t− s) 6 2K2((t− s)2 + (t− s))(1 + Eξ2) = C1

Przypadek n > 0. Analogicznie jak w dowodzie jednoznaczno±ci (Twierdzenie 16) szacu-

jemy

E(Xn+1(t)−Xn(t))2 6 2E(

∫ t

s

(b(Xn(u))− b(Xn−1(u)))du)2 +

+2E(

∫ t

s

σ(Xn(u))− σ(Xn−1(u))du)2 6 C

∫ t

s

E(Xn(u)−Xn−1(u))2du 6

6 Cn

∫ t

s

∫ u1

s

...

∫ un−1

s

E(Xn(u1)−X0(un))2dun...du1,

gdzie C = 2K2(1 + t− s). Korzystaj¡c z oblicze« dla n = 0 dostajemy

E(Xn+1(t)−Xn(t))2 6 C1C
n (u− s)n

n!
.

dla ka»dego s 6 u 6 t. Zatem Xn(t) jest zbie»ny w L2(Ω) jednostajne na odcinku [s, t].

Istotnie niech m > n

sup
s6u6t

√
E|Xm(u)−Xn(u)|2 6

m∑
k=n

√
C1Ck

(t− s)k

k!
→ 0,

gdy m,n→∞.

Poka»emy, »e Xn(t) zbiega z P = 1 jednostajnie na przedziaªach ograniczonych. Korzy-

staj¡c z faktu, »e dla dowolnych zmiennych losowych ξ i η

P(|ξ + η| > α) > P(|ξ| > α

2
) + P(|η| > α

2
)
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dostajemy

P( sup
s6t6v

|Xn+1(t)−Xn(t)| > 1

2n
) 6

6 P( sup
s6t6v

|
∫ t

s

(b(Xn(u))− b(Xn−1(u)))du| > 1

2n+1
) +

+P( sup
s6t6v

|
∫ t

s

(σ(Xn(u))− σ(Xn−1(u)))dW (u)| > 1

2n+1
).

De�niujemy

A := P( sup
s6t6v

|
∫ t

s

(b(Xn(u))− b(Xn−1(u)))du| > 1

2n+1
),

B := P( sup
s6t6v

|
∫ t

s

(σ(Xn(u))− σ(Xn−1(u)))dW (u)| > 1

2n+1
).

Stosujemy nierówno±¢ Czebyszewa

A 6 P(

∫ v

s

|b(Xn(u))− b(Xn−1(u))|du >
1

2n+1
) 6

6 22(n+1)E(

∫ v

s

|b(Xn(u))− b(Xn−1(u))|du)2 6

6 4n+1(v − s)K2

∫ v

s

E(Xn(u)−Xn−1(u))2du 6

6 4n+1(v − s)K2

∫ v

s

C1C
n−1 (u− s)n−1

(n− 1)!
du = C1C

n4n+1 (v − s)n+1

n!
,

gdzie C jest staª¡ zale»¡c¡ od v.

B 6 22(n+1)E(

∫ v

s

(σ(Xn(u))− σ(Xn−1(u)))dW (u))2 6

6 4n+1

∫ v

s

E(σ(Xn(u))− σ(Xn−1(u)))2du 6 4n+1K2

∫ v

s

E(Xn(u)−Xn−1(u))2du 6

6 4n+1K2C1C
n−1 (v − s)n

n!
.

Wynika st¡d, »e
∞∑

n=1

P( sup
s6t6v

|Xn+1(t)−Xn(t)| > 1

2n
) <∞.

Z lematu Borela-Canteli wynika, »e z P = 1 istnieje n0 (losowe) takie, »e dla n > n0

sup
s6t6v

|Xn+1(t)−Xn(t)| 6 1

2n
.
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Wynika st¡d, »e dla m > n > n0

sup
s6t6v

|Xm(t)−Xn(t)| 6
m∑

k=n

1

2n
.

Pokazali±my, »e Xn(t) zbiega z P = 1 jednostajnie na przedziaªach ograniczonych.

(4) De�niujemy X(t) = limn→∞ Xn(t) tam gdzie ta zbie»no±¢ zachodzi oraz X(t, ω) =

ξ(ω) dla pozostaªych ω ∈ Ω. Wynika st¡d, »e X(t) jest procesem ci¡gªym i adaptowalnym,

czyli prognozowalnym. Pozostaje wykaza¢, »e t → EX2(t) jest funkcj¡ ograniczon¡ na

przedziaªach ograniczonych. Korzystamy z dwóch faktów. Po pierwsze t → EX2
n(t) jest

funkcj¡ ograniczon¡ na przedziaªach ograniczonych, po drugie Xn → X w L2 jednostajnie

na przedziaªach ograniczonych. Istotnie

E(X(t)−Xn(t))2 6 2E(

∫ t

s

(b(X(u))− b(Xn(u)))du)2 +

+2E(

∫ t

s

(σ(X(u)))− σ(Xn(u))dW (u))2.

Analogicznie jak w punkcie (2) dowodzimy, »e

sup
s6u6t

√
E(X(u)−Xn(u))2 6

∞∑
k=n

√
C1Ck

(t− s)k

k!
→ 0,

gdy n→∞. To ko«czy dowód twierdzenia.

�

7.3 Proces Markowa

Stwierdzenie 7 Zaªó»my, »e b, σ speªniaj¡ warunek Lipschitza (7.3). Wówczas istnieje

proces X : R+×R×Ω→ R taki, »e dla ka»dego t > 0, X jako funkcja na [0, t]×R×Ω jest

mierzalny wzgl¦dem B[0, t]⊗B(R)⊗FW
t . Ponadto X(·, x, ·) jest rozwi¡zaniem równania

(7.1) w warunkiem pocz¡tkowym X(0) = x.

Twierdzenie 18 Przy zaªo»eniach jak wy»ej, dla ka»dego x, X(·, x, ·) jest procesem Mar-

kowa, jednorodnym w czasie o tej samej funkcji przej±cia (rodzina Markowa).

Dowód. Proces X(·, x, ·) speªnia równanie

X(t, x) = x +

∫ t

0

b(X(u, x))du +

∫ t

0

σ(X(u, x))dW (u).
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Zatem

X(t, x) = X(s, x) +

∫ t

s

b(X(u, x))du +

∫ t

s

σ(X(u, x))dW (u).

St¡d wynika, »e proces Markowa X ma jednorodn¡ funkcje przej±cia (sprawdzi¢!). Co

wi¦cej P (t, y, Γ) = P(X(t, x) ∈ Γ).

�

Wniosek 6 Niech σ, b speªniaj¡ warunek Lipschitza (7.3). Jedynym rozwi¡zaniem rów-

nania (7.1) jest proces dyfuzji w R z operatorem tworz¡cym

L = b
∂

∂x
+

1

2
σ2 ∂2

∂x2

Na przykªad jedynym rozwi¡zaniem równania

dX(t) = λX(t)dW (t), X(0) = x

jest proces X(t) = xeλW (t)−λ2

2
t. Operatorem towarzysz¡cym L jest w tym przypadku

Lf = 1
2
λ2x2f ′′(x).

7.4 Przypadek wielowymiarowy

Niech W = (W1, ...,Wd) b¦dzie procesem Wienera w Rd, b(x) ∈ Rm, σ(x) = [σ(x)]n×d.

Przypomnijmy, »e proces stochastyczny X(t), t ∈ T speªnia równanie (7.1), je±li

X(t) = ξ +

∫ t

0

b(X(s))ds +

∫ t

0

σ(X(s)))dW (s),

gdzie ξ ∈ Rm. Analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym dowodzi si¦ nast¦puj¡ce

twierdzenie.

Twierdzenie 19 Zaªó»my, »e b, σ, speªniaj¡ warunek Lipschitza, ξ ∈ L2(Ω). Wówczas

równanie (7.1) ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

Stosuj¡c wzór Ito dla f : Rm → R klasy C2 dostajemy

f(X(t)) = f(ξ) +
m∑

i=1

∫ t

0

∂f(X(s))

∂xi

dXi(s) +
1

2

m∑
i,j=1

∫ t

0

∂2f(X(s))

∂xi∂xj

d〈Mi, Mj〉(s),

gdzie

〈Mi, Mj〉 =
d∑

k=1

∫ t

0

σik(X(s))σjk(X(s))ds, 1 6 i, j 6 m.
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Równowa»nie

[〈Mi, Mj〉]16i,j6m =

∫ t

0

σ(X(s))σ∗(X(s))ds.

Oznaczmy a = σσ∗. Dostajemy równo±¢

f(X(t)) = f(ξ) + M(t) +

∫ t

0

m∑
i=1

∫ t

0

∂f(X(s))

∂xi

bi(X(s))ds +

+
1

2

∫ t

0

m∑
i,j=1

∂2f(X(s))

∂xi∂xj

ai,j(X(s))ds,

gdzie

M(t) :=

∫ t

0

m∑
i=1

∂if(X(s))

∂xi

bi(X(s))dWi(s)

jest martyngaªem lokalnym. De�niujemy operator ró»niczkowy wzorem

Lf :=
m∑

i=1

bi
∂f

∂xi

+
1

2

m∑
i,j=1

ai,j
∂2f

∂xi∂xj

(operator eliptyczny drugiego rz¦du). Udowodnili±my równo±¢

f(X(t)) = f(ξ) + M(t) +

∫ t

0

Lf(X(s))ds.

Niech f ∈ C2
0(Rm). Wówczas M jest martyngaªem, a ponadto je±li przez A oznaczamy

generator póªgrupy dla rodziny Markowa X(t, x, ω), to f ∈ DA oraz Af = Lf . Co

oznacza, »e rozwi¡zania równania (7.1) tworz¡ proces dyfuzji w Rm.

Analogicznie mo»na rozwa»y¢ przypadek kiedy wspóªczynniki b, σ zale»¡ od czasu.

Twierdzenie 20 Niech b(·, ·), σ(·, ·) mierzalne i b(t, ·), σ(t, ·), speªniaj¡ warunek Lip-

schitza ze staª¡ niezale»n¡ do t, to równanie

dX(t) = b(t,X(t))dt + σ(t,X(t))dW (t), X0 = ξ ∈ L2(Ω)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie (proces Markowa, niekoniecznie jednorodny w czasie).
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Rozdziaª 8

Twierdzenie Girsanowa

8.1 Zamiana miary

Lemat 9 Niech M ∈M2,c
loc, M(0) = 0. De�niujemy

Z(t) = exp(M(t)− 1

2
〈M〉(t))

Proces Z(t), t ∈ [0, T ] T <∞ jest martyngaªem lokalnym. Proces Z(t) jest martyngaªem

wtedy i tylko wtedy, gdy EZ(T ) = 1.

Dowód. Korzystaj¡c ze wzoru Ito dostajemy, »e Z(t) jest martyngaªem lokalnym. Jest

jasne, »e je±li Z jest martyngaªem, to EZ(T ) = 1 (bo Z(0) = 1). Pozostaje zatem

udowodni¢ fakt przeciwny.

Poniewa» Z jest martyngaªem lokalnym oraz Z > 0, wi¦c Z jest nadmartyngaªem (udo-

wodnili±my taki fakt na ¢wiczeniach). Z zaªo»enia EZ(T ) = 1. St¡d

1 = EZ(0) > EZ(t) > EZ(T ) = 1, 0 6 t 6 T.

Otrzymujemy EZ(t) = 1. Korzystaj¡c z faktu, »e Z jest nadmartyngaªem, dostajemy

Z(t)− E(Z(T )|Ft) > 0. Z drugiej strony

E(Z(t)− E(Z(T )|Ft)) = EZ(t)− EZ(T ) = 0.

To oznacza, »e Z(t) = E(Z(T )|Ft) p.n., co ko«czy dowód.

�

Zauwa»my, »e w szczególno±ci bior¡c Y ∈ Λ2
T otrzymujemy, »e

Z(t) = exp(

∫ t

0

Y (s)dW (s)− 1

2

∫ t

0

Y 2(s)ds). (8.1)

jest martyngaªem lokalnym.
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Twierdzenie 21 (Girsanowa) Niech Y, Z speªniaj¡ równanie (8.1). Je±li EZ(T ) = 1,

to proces V (t) = W (t) −
∫ t

0
Y (s)ds, t ∈ [0, T ], jest procesem Wienera w przestrzeni

probabilistycznej (Ω,F ,Q), gdzie

Q(A) = E(1AZ(T )), A ∈ F

Dowód. Zauwa»my, »e Q jest miar¡ probabilistyczn¡ (bo EZ(T ) = 1). Ponadto proces

V jest ci¡gªym, adaptowalnym procesem takim, »e V (0) = 0. Wystarczy pokaza¢, »e

U(t) = exp(λV (t)− 1

2
λ2t), λ ∈ R,

jest martyngaªem lokalnym (wzgl¦dem miary Q). Zauwa»my, »e wystarczy udowodni¢,

»e U(t)Z(t) jest martyngaªem lokalnym wzgl¦dem miary P. Istotnie, niech τn b¦dzie

ci¡giem lokalizuj¡cym τn ↗ T dla U(t)Z(t). Skoro U(t)Z(t) jest martyngaªem lokalnym,

to dla dowolnego ograniczonego momentu zatrzymania τ zachodzi równo±¢

1 = E(U(τn ∧ τ)Z(τn ∧ τ)).

Z Lematu 9 wiemy, »e

Z(τn ∧ τ) = E(Z(T )|Fτ∧τn).

Zatem

1 = E(U(τn ∧ τ)E(Z(T )|Fτ∧τn)) = E(U(τn ∧ τ)Z(T )). (8.2)

St¡d 1 = EQT
U(τn ∧ τ), czyli U jest martyngaªem lokalnym wzgl¦dem miary Q.

Poka»emy, »e UZ jest martyngaªem lokalnym. Z de�nicji

U(t)Z(t) = exp(λV (t)− 1

2
λ2t) exp(

∫ t

0

Y (s)dW (s)− 1

2

∫ t

0

Y 2(s)ds) =

= exp(λW (t) +

∫ t

0

Y dW − 1

2

∫ t

0

(2λY (s) + λ2 + Y 2(s))ds) =

= exp(

∫ t

0

(λ + Y (s))dW (s)− 1

2

∫ t

0

(λ + Y (s))2ds).

Powy»szy proces jest rzecz jasna, martyngaªem lokalnym (patrz równanie (8.1)).

�

8.2 Wnioski z twierdzenia Girsanowa

Twierdzenie 22 Niech Y = (Y1, ..., Yd), Yj ∈ Λ2, W proces Wienera w Rd. De�niujemy

Z(t) = exp(

∫ t

0

Y dW − 1

2

∫ t

0

|Y (s)|2ds),
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gdzie
∫ t

0
Y dW =

∑d
j=1

∫ t

0
Yj(s)dWj(s). Je±li EZ(T ) = 1, to zachodzi teza twierdzenia

Girsanowa.

Uwaga 14 Przypu±¢my Z(t) jest martyngaªem, to znaczy EZ(t) = 1, (Y, W jak w twier-

dzeniu Girsanowa). Wówczas dla ka»dego T > 0 miara QT jest prawdopodobie«stwem

na FT .

Mo»na si¦ zastanawia¢ czy prawdopodobie«stwa QT mo»na wybra¢ tak, aby pokrywaªy

si¦ na F∞. Okazuje si¦, »e na ogóª jest to niemo»liwe. Natomiast je±li Ft = FW
t , to

istotnie takie przedªu»enie da si¦ skonstruowa¢.

Stwierdzenie 8 Niech Z(t), t ∈ R+ b¦dzie martyngaªem. Wówczas istnieje dokªadnie

jedno prawdopodobie«stwo Q na F∞ takie, »e dla ka»dego T > 0 i A ∈ FW
T zachodzi

Q(A) = QT (A) = E(1AZ(T )).

Dowód. Niech t1, ..., tn ∈ R+, t1, ..., tn 6 T , B ∈ B(Rn). De�niujemy

µt1,...,tn(B) = QT ((W (t1), ...,W (tn)) ∈ B).

Ta de�nicja nie zale»y od T > t1, ..., tn. Istotnie je±li T1 > T2 > t1, ..., tn, to FT2 ⊂ FT1 .

Poniewa» Z jest martyngaªem, wi¦c dla A = (W (t1), ...,W (tn)) ∈ B dostajemy

QT1(A) = E(1AZT1) = E(1AE(ZT1|FT2)) = E(1AZT2) = QT2(A).

Zauwa»my, »e µt1,...,tn speªnia warunki zgodno±ci Koªmogorowa. Na mocy Twierdzenia

Koªmogorowa istnieje miara probabilistyczna µ na (RR+ ,B(RR+)) taka, »e

µ({x : (x(t1), ..., x(tn))} ∈ B}) = µt1,...,tn(B).

Niech A ∈ FW
∞ , wówczas z de�nicji procesu W istnieje zbiór Γ ∈ B(RR+) taki, »e

A = {ω : W (·, ω) ∈ Γ}.

De�niujemy Q(A) = µ(Γ). Niech C oznacza podzbiór RR+ zªo»ony z wszystkich funkcji

ci¡gªych. Poniewa» µ∗(C) = 1 (miara zewn¦trzna), wi¦c miaraQ jest dobrze zde�niowana

(nie zale»y od wyboru zbioru Γ). Jest jasne, »e speªnia »¡dane warunki.

�

Wniosek 7 Przyjmijmy zaªo»enia ze Stwierdzenia 8. Wówczas

V (t) = W (t)−
∫ t

0

Y (s)ds
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jest procesem Wienera wzgl¦dem miary Q (w przestrzeni (Ω,FW
∞ ,P) ). Miara Q (zde�-

niowana w Stwierdzeniu 8) speªnia

Q((V (t1), ..., V (tn)) ∈ B) = QT ((V (t1), , ..., V (Tn)) ∈ B), na [0, T ]

gdzie {V (t1), ..., V (tn)) ∈ B} ∈ FW
T .

Uwaga 15 Miara Q na ogóª nie jest ci¡gªa wzgl¦dem miary P.

Istotnie rozwa»my przykªad. Niech Y (t) = 1, V (t) = W (t) − t, wiemy ponadto, »e

Z = eW (t)− 1
2
t jest martyngaªem. Zauwa»my, »e skoro V jest procesem Wienera wzgl¦dem

Q, to Q(limt→∞
V (t)

t
= 0) = 1. Z drugiej strony

Q( lim
t→∞

V (t)

t
= 0) = Q( lim

t→∞

W (t)

t
= 1).

Jest jasne, »e

P( lim
t→∞

W (t)

t
= 1) = 0.

Mamy zatem zbiór A taki, »e P(A) = 0, Q(A) = 1.

Poka»emy teraz po»yteczne zastosowanie twierdzenia Girsanowa. Rozwa»my proces Wie-

nera z dryfem, to znaczy dla λ ∈ R de�niujemy V (t) = W (t)− λt. Wiemy, »e

Z(t) = exp(λW (t)− 1

2
λ2t)

jest martyngaªem zatem z twierdzenia Girsanowa V jest procesem Wienera wzgl¦dem Q

na FW
t . To oznacza, »e

W (t) = V (t) + λt, wzgl¦dem Q.

Rozwa»my moment zatrzymania wzgl¦dem �ltracji (FW
t )t, τ <∞. Korzystaj¡c z twier-

dzenia Dooba, otrzymujemy

Q(τ 6 t) = E(1τ6tZ(t)) = E(1τ6tE(Z(t)|Fτ∧t)) =

= E(1τ6tZ(τ ∧ t)) = E(1τ6te
λW (τ)− 1

2
λ2τ ).

Udowodnili±my, »e

Q(τ 6 t) = E(1τ6te
λW (τ)− 1

2
λ2τ ).

Wniosek 8 Równo±¢ Walda

E(eλW (τ)− 1
2
λ2τ ) = 1⇔ Q(τ <∞) = 1.
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Rozpatrzmy τ = τa = inf{t : W (t) = a} = inf{t : V (t) + λt = a}, gdzie a ∈ R. Wiemy,

»e τa ma g¦sto±¢ zadan¡ wzorem

ga(r) =
|a|√
2πr3

e−
a2

2r 1r>0.

Zatem

Q(τa 6 t) = E(1τa6te
λW (τa)− 1

2
λ2τa) =

=

∫ t

0

eλa− 1
2
λ2rga(r)dr =

∫ t

0

|a|√
2πr3

eλa− 1
2
λ2r−a2

2r dr =

=

∫ t

0

|a|√
2πr3

e−
1
2r

(−2λar−λ2r2−a2)dr =

∫ t

0

|a|√
2πr3

e−
1
2r

(a−λr)2dr.

Korzystaj¡c z g¦sto±ci rozkªadu momentu zatrzymania τa, obliczyli±my rozkªad τa wzgl¦-

dem Q, czyli rozkªad momentu doj±cia do a dla procesu z dryfem. To pozwoli nam znale¹¢

rozkªad maxs6t(W (s) + λs). Istotnie mamy

P(max
s6t

(W (s) + λs) < a) = Q(max
s6t

(V (s) + λs) < a) = Q(τa > t).

Mo»na pokaza¢, »e

Ee−
1
2
λ2τa = e−|a||λ|.

Istotnie wystarczy skorzysta¢ z faktu, »e eλW (t)− 1
2
λ2t jest martyngaªem. St¡d

Q(τa <∞) = eλaEe−
1
2
λ2τa = eλa−|aλ| = 1,

wtedy i tylko wtedy, gdy λa > 0.

Twierdzenie 23 (Novikov) Niech M b¦dzie ci¡gªym martyngaªem lokalnym, M(0) = 0.

Niech

Z(t) = exp(M(t)− 1

2
〈M〉(t)), t ∈ R+.

Je»eli E exp(1
2
〈M〉(t)) <∞ dla ka»dego t ∈ R+, to Z(t) jest martyngaªem.

Wniosek 9 Je±li Y ∈ Λ2. Je»eli E exp(1
2

∫ T

0
Y 2(s)ds) <∞, to

E exp(

∫ t

0

Y (s)dW (s)− 1

2

∫ t

0

Y 2(s)ds) = 1

jest martyngaªem.

Dowód. Bierzemy M(t) =
∫ t

0
1[0,T ]Y (s)ds w twierdzeniu Novikova.

�
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8.3 Mocne i sªabe rozwi¡zania

Rozwa»my równanie

dX(t) = b(t,X(t))dt + σ(t,X(t))dW (t), (8.3)

gdzie W jest procesem Wienera w Rm, b(t, x) ∈ Rd, σ(t, x) jest macierz¡ m× d wymia-

row¡.

De�nicja 16 Niech (Ω,F ,P) przestrze« probabilistyczna, W proces Wienera m wymia-

rowy w tej przestrzeni. Mówimy, »e równanie (8.3) ma mocne rozwi¡zanie je±li istnieje

proces X = (X(t))t∈R+ adaptowalny do (FW
t ) taki, »e (8.3) zachodzi. Proces X nazywamy

mocnym rozwi¡zaniem.

De�nicja 17 Mówimy, »e równanie (8.3) ma sªabe rozwi¡zanie, je±li na przestrzeni

(Ω,F ,P) z �ltracj¡ Ft istnieje m-wymiarowy proces Wienera (adaptowalny do Ft) oraz

proces X adaptowalny do Ft speªniaj¡cy (8.3). Par¦ (X, W ) nazywamy sªabym rozwi¡-

zaniem.

De�nicja 18 Sªabe rozwi¡zanie (X, W ) nazywamy mocnym, je±li X jest adaptowalne

do �ltracji FW

t (uzupeªnienia �ltracji zwi¡zanej z procesem W ).

De�nicja 19 Mówimy, »e rozwi¡zanie równania (8.3) jest jednoznaczne w sensie tra-

jektorii, je±li dla ka»dej pary (X,W ), (X ′, W ′) sªabych rozwi¡za« na tej samej przestrzeni

probabilistycznej X, X ′ s¡ nieodró»nialne.

De�nicja 20 Mówimy, »e rozwi¡zanie równania (8.3) jest jednoznaczne w sensie roz-

kªadów, je±li dla ka»dej pary (X, W ), (X ′, W ′) sªabych rozwi¡za« procesy X,X ′ maj¡ te

same rozkªady sko«czenie wymiarowe.

(1) Na przykªad je±li b, σ speªniaj¡ warunek Lipschitza ze wzgl¦du na x (ze staª¡ nieza-

le»na od t), to dla ka»dego (Ω,F ,P) i W procesu Wienera istnieje mocne rozwi¡zanie,

jednoznaczne w sensie trajektorii.

(2) Przykªad Tanaki. Jak si¦ okazuje, je±li funkcje a, σ s¡ ograniczone, to równanie (8.3)

ma sªabe rozwi¡zanie. Rozwa»my nast¦puj¡cy przykªad

dX(t) = sgnX(t)dW (t), X(0) = 0, (8.4)

gdzie

sgnx =

{
1 x > 0

−1 x < 0
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Niech (Ω,F ,P) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡, W ′ procesemWienera. Powinni±my

skonstruowa¢ par¦ X, W adaptowaln¡ do �ltracji zadanej przez W ′ speªniaj¡c¡ równanie

(8.4). Zauwa»my najpierw, »e

W (t) :=

∫ t

0

sgnW ′(s)dW ′(s)

jest martyngaªem ci¡gªym, przyjmuj¡cym warto±¢ 0 w 0. Niech

〈W 〉(t) =

∫ t

0

(sgnW ′(s))2ds = t.

Ponadto W ∈ L2
t , co oznacza (charakteryzacja Levy'ego), »e W jest procesem Wienera.

Zauwa»my teraz, »e∫
sgnW ′dW =

∫
sgnW ′sgnW ′dW ′ =

∫
dW ′ = W ′.

Czyli proces X(t) := W ′(t) speªnia równanie

X(t) =

∫ t

0

sgnX(s)dW (s).

Udowodnili±my, »e para (W ′, W ) jest sªabym rozwi¡zaniem równania (8.4) (proces W

jest adaptowalny do W ′, ale niekoniecznie W ′ jest adaptowalny do W ).

Je±li (X,W ) jest sªabym rozwi¡zaniem (8.4), to X jest ci¡gªym martyngaªem 0 w 0,

takim, »e 〈X〉(t) = t, czyli X jest procesem Wienera. To oznacza, »e sªabe rozwi¡zanie

jest jednoznaczne w sensie rozkªadów.

Z drugiej strony je±li (X, W ) jest rozwi¡zaniem (8.4), to −X jest równie» rozwi¡zaniem,

a ponadto X i −X nie s¡ nieodró»nialne w sensie trajektorii. Jak si¦ oka»e oznacza to,

»e nie ma mocnego rozwi¡zania równania (8.4).

(3) Przykªad Girsanowa. Niech α > 0, d = m = 1. Rozwa»my równanie

dX(t) = |X(t)|αdW (t), X(0) = 0. (8.5)

Czyli X(t) =
∫ t

0
|X(s)|αdW (s). Zauwa»my, »e X ≡ 0 jest mocnym rozwi¡zaniem równa-

nia (8.5). Jak si¦ okazuje, je±li α > 1
2
, to zachodzi jednoznaczno±¢ w sensie trajektorii,

natomiast dla 0 < α < 1
2
nie ma jednoznaczno±ci w sensie rozkªadu.

Rozwa»my proces Wienera Z. Nast¦puj¡cy proces jest dobrze okre±lony

X(t) =

∫ t

0

|Z(s)|−αdZ(s).
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Co wi¦cej je±li 0 < 2α < 1

E

∫ t

0

|Z(s)|−2αds =

∫ t

0

∫
R

1√
2πs

1

|x|2α
e−

x2

2s dxds 6

6
1√
2π

∫ t

0

1

sα

∫
R

1

|y|2α
e−

|y|2
2 dyds <∞, (8.6)

gdzie skorzystali±my z podstawienia x√
s

= y. To oznacza, »e |Z|−α ∈ L2,c
t , a zatem

M(t) =
∫ t

0
|Z(s)|−αdZ(s) jest martyngaªem. De�niujemy moment zatrzymania

τt = inf{r :

∫ t

0

|Z(s)|−2αds = t}

Jest jasne, »e

lim
t→∞
〈M〉(t) = lim

t→∞

∫ t

0

|Z(s)|−2αds =∞, p.n.

Istotnie, zgodnie z prawem iterowanego logarytmu |Z(t)| 6 (1 + δ)
√

2t ln ln t dla t >

t0(ω). To oznacza, »e

|Z(t)|−2α > (1 + δ)−2α(2t ln ln t)−α,

sk¡d natychmiast 〈M〉(∞) =∞ p.n. Z twierdzenia 14 wiemy, »e

W (t) = M(τt) =

∫ τt

0

|Z(s)|−αdZ(s)

jest procesem Wienera. Okazuje si¦, »e para (Z(τt), W (t)) jest sªabym rozwi¡zaniem

równania (8.5). Istotnie∫ t

0

|Z(τs)|αdW (s) =

∫ t

0

|Z(τs)|αdM(τs) =

=

∫ τt

0

|Z(s)|α|Z(s)|−αdZ(s) =

∫ τt

0

dZ(s) = Z(τt). (8.7)

�ci±le rzecz bior¡c skorzystali±my tu z nast¦puj¡cej reguªy podstawiania (±cisªy dowód

na ¢wiczeniach).

Lemat 10 (Reguªa podstawiania) Niech Z b¦dzie procesem Wienera, Y ∈ Λ2(Z). Za-

ªó»my, »e
∫ t

0
Y 2(s)ds→∞ p.n., gdy t→∞. De�niujemy

τt = inf{r :

∫ r

0

X2(s) = t}.

Proces W (t) =
∫ τt Y (s)ds jest procesem Wienera, a ponadto

Z(τt) =

∫ t

0

Y −1(τs)dW (s).

Mo»na pokaza¢, »e dla a < 1
2
mo»na skonstruowa¢ niesko«czenie wiele ró»nych sªabych

rozwi¡za«.
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8.4 Zastosowanie twierdzenia Girsanowa do szukania

sªabych rozwi¡za«

Rozwa»my równanie

dX(t) = b(s, X(s))ds + dW (t), X(0) = x, (8.8)

czyli X(t) = x +
∫ t

0
b(s, X(s))ds + W (t), a jeszcze inaczej

X(t)− x =

∫ t

0

b(s, X(s)− x + x)ds + W (t)

Zatem zmieniaj¡c b(s, y) na b(s, y − x) mo»emy zakªada¢, »e x = 0. Przypu±¢my, »e Z

jest procesem Wienera. Wówczas

M(T ) = exp(

∫ t

0

b(s, Z(s))dZ(s)− 1

2

∫ T

0

b2(s, Z(s))ds).

Zaªó»my, »e b jest ograniczone. Wówczas EM(T ) = 1 Z twierdzenia Girsanowa wynika,

»e

W (t) = Z(t)−
∫ t

0

b(s, Z(s))ds

jest procesem Wienera, wzgl¦dem Q(A) = E(1AZT ). Rzecz jasna (Z,W ) jest sªabym

rozwi¡zaniem równania (8.8) (na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P)).

Twierdzenie 24 (Yamada-Watanabe) Je±li równanie (8.1) ma sªabe rozwi¡zanie jedno-

znaczne w sensie trajektorii, to ka»de rozwi¡zanie jest mocne.

Dowód tego twierdzenia mo»na znale¹¢ w ksi¡»kach Karatzas-Shreve, Ikeda-Watanabe.

Wniosek 10 Jednoznaczno±¢ w sensie trajektorii implikuje jednoznaczno±¢ w sensie roz-

kªadów.
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Rozdziaª 9

Problem martyngaªowy

9.1 Sªabe rozwi¡zania a problem martyngaªowy

Przypomnijmy, »e zajmujemy si¦ nast¦puj¡cym równaniem stochastycznym

dX(t) = b(t,X(t))dt + σ(t,X(t))dW (t), X(0) = x, (9.1)

gdzie b(t, x) ∈ Rd, σ(t, x) jest macierz¡ m×d wymiarow¡, W jest m wymiarow¡ macierz¡.

Zaªó»my, »e m = d = 1, b, σ s¡ ograniczone. Przypomnijmy, »e operator tworz¡cy ma

posta¢

Ltf = b(t, x)f ′ +
1

2
a(t, x)f ′′(x),

gdzie a = σ2. Je±li (X, W ) jest sªabym rozwi¡zaniem równania (8.1), to dla ka»dego

f ∈ C2
0(R) (funkcje dwukrotnie ró»niczkowalne w sposób ci¡gªy o zwartych no±nikach).

f(X(t)) = f(x) +

∫ t

0

f ′(X(t))b(s, X(s))ds +

∫ t

0

f ′(X(s))σ(s, X(s))dW (s) +

+
1

2

∫ t

0

a(s, X(s))f ′′(X(s))ds.

Czyli f(X(t))− f(x)−
∫ t

0
Lsf(X(s))ds jest martyngaªem.

De�nicja 21 Przestrze« kanoniczn¡ funkcji ci¡gªych x : R+ → R oznaczamy przez C.

Okre±lamy σ-ciaªo B = B(C) = σ(x(t) : t ∈ R+) oraz Bt = σ(x(s), ; s 6 t). Proces

kanoniczny na przestrzeni (C,B) jest zadany wzorem Z(t, ω) = ω(t).

De�nicja 22 Mówimy, »e problem martyngaªowy (x, a, b) ma rozwi¡zanie, je±li istnieje

miara probabilistyczna na przestrzeni kanonicznej (C,B) taka, »e P(Z(0) = x) = 1 i dla

ka»dego f ∈ C2
0(R) proces

f(Z)− f(x)−
∫ t

0

Lsf(Z(s))ds
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jest martyngaªem.

Uwaga 16 Miara probabilistyczna P na przestrzeni kanonicznej taka, »e P(Z(0) = x) =

1 jest rozwi¡zaniem problemu martyngaªowego (x, a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»-

dego f ∈ C2(R)

M f = f(Z)− f(x)−
∫ t

0

Lsf(Z(s))ds

jest martyngaªem lokalnym.

Dowód. ⇒ Je±li f ∈ C2
0(R), to M f jest ograniczonym martyngaªem lokalnym, a co za

tym idzie martyngaªem.

⇐ Niech f ∈ C2(R). De�niujemy moment zatrzymania

τn = inf{t : |Z(t)| > n}

Niech teraz gn ∈ C2
0(R) b¦dzie takie, »e gn(x) = f(x) dla |x| < n. Proces M gn jest

martyngaªem. Zatem (M gn)τn jest martyngaªem. Jest jasne, »e (M gn)τn = (M f )τn p.n.

Poniewa» τn jest ci¡giem lokalizuj¡cym, oznacza to, »e M f jest martyngaªem lokalnym.

�

Stwierdzenie 9 Je±li P jest rozwi¡zaniem problemu martyngaªowego (x, a, b), to

N = Z − x−
∫

b(s, Z(s))ds

jest martyngaªem takim, »e

〈N〉(t) =

∫ t

0

a(s, Z(s))ds.

Odwrotny fakt jest równie» prawdziwy (na ¢wiczenia). Gªównym celem tego paragrafu

b¦dzie dowód nast¦puj¡cego faktu.

Twierdzenie 25 Równanie (9.1) m = d = 1 ma sªabe rozwi¡zanie wtedy i tylko wtedy,

gdy problem martyngaªowy (x, a, b) ma rozwi¡zanie. �ci±lej proces kanoniczny na (C,B)

(z �ltracj¡ Bt) speªnia (8.4) dla miary P takiej, »e P(X(0) = x) = 1 wtedy i tylko

wtedy, gdy P jest rozwi¡zaniem problemu problemu martyngaªowego (x, a, b). Ponadto

rozwi¡zanie (8.4) jest jednoznaczne w sensie rozkªadów, wtedy i tylko wtedy, gdy (x, a, b)

ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.
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Dowód. ⇒ Niech (Ω,F ,P) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡ z �ltracj¡ Ft, para

(X, W ) sªabym rozwi¡zaniem (9.1). Wiemy, »e dla ka»dego f ∈ C2
0(R+)

f(X)− f(x)−
∫
Lsf(X(s))ds

jest martyngaªem wzgl¦dem Ft. Pozostaje przenie±¢ t¦ konstrukcj¦ na proces kanoniczny

Z. De�niujemy rozkªad PX na C jako rozkªad procesu X. Proces

M f = f(Z)− f(x)−
∫
Lsf(Z(s))ds

jest martyngaªem na (C,B,PX) z �ltracj¡ Bt. Ogólnie wynika to z nast¦puj¡cego faktu

(na ¢wiczenia). Niech X b¦dzie procesem ci¡gªym adaptowalnym do Ft, niech F : R+ ×
C → R b¦dzie mierzalne w tym sensie, »e F (t, ·) jest Bt-mierzalne. Zaªó»my, »e F (t,X(t))

jest martyngaªem wzgl¦dem �ltracji Ft. Wówczas F (t, Z(t)) jest martyngaªem (przy

zadanym rozkªadzie PX na C) wzgl¦dem �ltracji Bt.

⇐ Zaªó»my, »e problem martyngaªowy (x, a, b) ma rozwi¡zanie. Przypu±¢my dodatkowo,

»e σ(t, y) 6= 0. Wiemy (Stwierdzenie 9), »e

N = Z − x−
∫

b(s, Z(s))ds

jest martyngaªem takim, »e 〈N〉 =
∫ t

0
a(s, Z(s))ds. Rozwa»my martyngaª lokalny

W (t) :=

∫ t

0

σ−1(s, Z(s))dN(s).

Mamy równo±¢

〈W 〉(t) =

∫ t

0

1

σ2
d〈N〉(s) =

∫ t

0

1

a
ads = t.

To oznacza, »e W jest procesem Wienera. Mamy równo±¢∫
σ(s, Z(s))dW (s) =

∫
σ(s, Z(s))σ−1(s, Z(s))dN(s) =

= N(t) = Z(t)− x−
∫ t

0

b(s, Z(s))ds.

Oznacza to, »e para (Z,W ) jest sªabym rozwi¡zaniem (9.1). Aby pozby¢ si¦ zaªo»enia

σ(t, y) 6= 0 potrzebujemy konstrukcji, któr¡ nazywa si¦ adjointem procesu.

Lemat 11 Niech (Ω,F ,P) b¦dzie przestrzeni¡ z �ltracj¡ Ft. Niech M ∈M2,c, M(0) = 0

oraz

〈M〉(t) =

∫ t

0

A(s)ds,
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gdzie A jest ograniczone, prognozowalne A > 0. Niech B b¦dzie prognozowalne takie, »e

A = B2. Rozwa»my teraz drug¡ przestrze« probabilistyczn¡ (Ω′,F ′,P′) z �ltracj¡ F ′
t, na

której okre±lony jest proces Wienera W ′. De�niujemy

Ω̂ = Ω× Ω′, P̂ = P⊗P′, F̂t = Ft ⊗F ′
t.

Kªadziemy

M̂(ω, ω′) = M(ω), B̂(ω, ω′) = B(ω), Ŵ (s, ω, ω′) = W ′(s, ω′).

Wówczas istnieje na (Ω̂, F̂ , P̂) proces Wienera W wzgl¦dem �ltracji F̂t taki, »e

M̂ =

∫
B̂dW.

Dowód. De�niujemy

D(s) =

{
1√
A(s)

A(s) > 0

0 A(s) = 0

Niech teraz

V (t) =

∫ t

0

D(s)dM̂(s) +

∫ t

0

1{A(s)=0}dŴ (s).

Je±li oznaczymy

N1(t) =

∫ t

0

D(s)dM̂(s), N2(t) =

∫ t

0

1{A(s)=0}dŴ (s),

to z de�nicji

〈V 〉 = 〈N1 + N2, N1 + N2〉 = 〈N1〉+ 2〈N1, N2〉+ 〈N2〉.

Poniewa» N1 = XdM1, N2 =
∫

Y dM , (gdzie X(s) = D(s), Y (s) = 1{A(s)=0}, M1(s) =

M̂(s), M2(s)) wi¦c

〈N1, N2〉 =

∫
XY d〈M1, M2〉,

co oznacza, »e 〈N1, N2〉 = 0, gdy» XY = 0. Zatem

〈V 〉 = 〈N1〉+ 〈N2〉 =

∫ t

0

1

A(s)
1A(s)>0A(s)ds +

∫ t

0

1A(s)=0ds = t.

To oznacza, »e V jest procesem Wienera. Zauwa»my, »e W =
∫

sgnB̂(s)dV (s) jest tak»e

procesem Wienera. Poka»emy, »e ten proces speªnia warunek zadany w Lemacie. �ci±lej

zachodzi równo±¢ ∫
B̂dW =

∫
B̂sgnBdV =

∫ √
AdV =

=

∫ √
A

1

A
1A>0dM̂ +

∫ √
A1A=0dŴ =

=

∫
1A>0dM̂ = M̂ −

∫
1A=0dM̂.
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Zauwa»my teraz, »e

E(

∫ t

0

1A(s)=0dM̂(s))2 = E

∫ t

0

1A(s)=0d〈M〉(s) =

= E

∫ t

0

1A(s)=0A(s)ds = 0.

Zatem
∫ t

0
1A(s)=0dM̂(s) jest nieodró»nialny od zera. St¡d M̂ =

∫
B̂dW . To ko«czy dowód

lematu.

�

Wracamy do dowodu Twierdzenia 25. Przypomnijmy, »e

N = Z − x−
∫

b(s, Z(s))ds

jest martyngaªem takim, »e 〈N〉 =
∫ t

0
a(s, Z(s))ds. Korzystamy z Lematu 11 kªad¡c

M = N oraz A(s) = a(s, Z(s)), σ(s, Z(s)) = B(s, Z(s)). Dostajemy, »e przestrze«

(C,B,P) z �ltracj¡ Bt rozszerza si¦ do (Ĉ, B̂, P̂) z �ltracj¡ B̂t, a ponadto

N̂ = Ẑ − x +

∫
b(s, Ẑ(s))ds,

gdzie Ẑ(ω, ω′) = Z(ω) ma posta¢

N̂ =

∫
σ(s, Ẑ(s))dW (s)

dla pewnego procesu Wienera na przestrzeni rozszerzonej (Ĉ, B̂, P̂) z �ltracj¡ B̂t. Z de�-

nicji oznacza to, »e Ẑ jest rozwi¡zaniem równania (9.1). Oczywi±cie rozkªad Ẑ na C jest

równy P, gdy» P̂ = P⊗P′.

�

Powy»sze twierdzenia przenosz¡ si¦ na przypadek ogólny (dowolne d,m). Oczywi±cie

dowody maj¡ znacznie bardziej skomplikowany zapis.
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Rozdziaª 10

Istnienie sªabych rozwi¡za«

10.1 Twierdzenie Stroocka-Varadhana

Przypomnijmy klasyczne twierdzenia Prohorowa.

Twierdzenie 26 Niech E b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡ (zupeªna, metryczna i o±rodkowa).

Niech Pi b¦dzie rodzin¡ mira probabilistycznych na B(E). tak¡, »e dla ka»dego ε > 0

istnieje zbiór zwarty K ⊂ E taki, »e

Pi(K) > 1− ε,

wówczas z ka»dego ci¡gu in ∈ I mo»na wybra¢ podci¡g ink
taki, »e Pink

s¡ zbie»ne.

Lemat 12 Niech M ∈M2,c b¦dzie takie, »e

|〈M〉(t)− 〈M〉(s)| 6 K|t− s|,

wówczas dla ka»dego δ > 0, dla ka»dego u > 0, dla ka»dego u 6 t 6 u + δ zachodzi

nierówno±¢

P( sup
u6t6u+δ

|M(t)−M(u)| > α) 6 2e−
α2

2Kδ .

Dowód. Wiemy, »e dla ka»dego λ ∈ R exp(λM(t) − 1
2
λ2〈M〉(t)) jest martyngaªem.

Ustalmy u > 0, dla t > u, λ > 0 de�niujemy

Φλ(t) := exp(λ(M(t)−M(u))− 1

2
(〈M〉(t)− 〈M〉(u))).
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Proces Φλ(t) dla t > u jest nadmartyngaªem. Zatem

P( sup
u6t6u+δ

(M(t)−M(u)) > α) = P(∃t∈[u,u+δ](M(t)−M(u)) > α) =

= P(∃t∈[u,u+δ]e
λ(M(t)−M(u))−λ2

2
(〈M〉(t)−〈M〉(u)) > eλα−λ2

2
(〈M〉(t)−〈M〉(u))) 6

6 P(∃t∈[u,u+δ]Φ
λ(t) > eλα−λ2

2
K(t−u)) 6

6 P( sup
t∈[u,u+δ]

Φλ(t) > eλα−λ2

2
Kδ) 6 e−λα+λ2

2
KδEΦλ(u),

gdzie w ostatniej lini EΦλ(u) = 1. Pozostaje zatem zminimalizowa¢ po λ wyra»enie

e−λα+λ2

2
Kδ. �atwo sprawdzi¢, »e λmin = α

Kδ
. St¡d

P( sup
u6t6u+δ

(M(t)−M(u)) > α) 6 e−
α2

Kδ
+ α2

2Kδ = e−
α2

2Kδ .

Je±li zauwa»ymy, »e 〈M〉 = 〈−M〉, zastosujemy powy»sze rozumowanie do −M i dodamy

uzyskane nierówno±ci stronami, to

P( sup
u6t6u+δ

(M(t)−M(u)) > α) 6 2e−
α2

2Kδ .

�

Lemat 13 Istnieje ci¡g (vN), vN → 1, »e je±li M jest jak w Lemacie 11.

P(∀m>N∀p∈N∀06u6m sup
u6s,t6u+2−p

|M(t)−M(s)| 6 αp) > vN ,

gdzie αp =
√

2(ln 2)mpK2−p

Dowód. Zauwa»my, »e zachodz¡ nierówno±ci

P(∃m>N∃p∈N∃06u6m sup
u6s,t6u+2−p

|M(t)−M(s)| > αp) 6

6
∞∑

m=N

∞∑
p=1

P(∃06u6m sup
u6s,t6u+2−p

|M(s)−M(t)| > αp). (10.1)

Podobnie

P(∃06u6m sup
u6s,t6u+2−p

|M(s)−M(t)| > αp) 6

6
m2p∑
j=0

∑
x∈{s,t}

(P(∃j2−p6x6(j+1)2−p |M(s)−M(j2−p)| > αp) +

+P(∃(j−1)2−p6x6j2−p |M(s)−M((j − 1)2−p)| > αp)) 6

6 8
m2p∑
j=0

e−
α2

2K
2p

= 8(m2p + 1)2−mp 6 8(m + 1)2p−mp.

60



�

Wstawiaj¡c to oszacowanie do (10.1) otrzymujemy

P(∃m>N∃p∈N∃06u6m sup
u6s,t6u+2−p

|M(t)−M(s)| > αp) 6

6 16
∞∑

m=N

(m + 1)2−m+1 = 1− vN , (10.2)

gdzie w ostatniej lini de�niujemy ci¡g (vN) taki, »e vN → 1.

Twierdzenie 27 Niech S b¦dzie zbiorem miar probabilistycznych na przestrzeni kano-

nicznej (C(R+),B). Zaªó»my, »e

1. istnieje B ⊂ R zwarty taki, ze dla ka»dej miary P ∈ S mamy P(Z(0) ∈ B) = 1;

2. dla ka»dego P ∈ S istnieje V ci¡gªy adaptowalny proces V o wahaniu ograniczonym

taki, »e V (0) = 0 oraz M := Z − V jest P martyngaªem;

3. |〈M〉(t) − 〈M〉(s)| 6 K|t − s|, |V (t) − V (s)| 6 K|t − s|, gdzie K nie zale»y od

P ∈ S,

wówczas S jest relatywnie zwarty.

Dowód. Zauwa»my, »e C(R+) jest przestrzeni¡ polsk¡ (metryczn¡, o±rodkow¡ i zupeªn¡).

Wystarczy pokaza¢, »e S jest ciasny. De�niujemy

ΓN := {∀m>N∀p∈N∀06u6m sup
u6s,t6u+2−p

|M(t)−M(s)| 6 αp}.

Z Lematu 13 wynika, »e P(ΓN) > vN . Zatem istnieje N takie, »e P(ΓN) > 1 − ε dla

ka»dego P ∈ S. Zauwa»my teraz, »e

|Z(t)− Z(s)| 6 |M(t)−M(s)|+ |V (t)− V (s)|.

St¡d i z zaªo»enia 3

sup
u6s,t6u+2−p

|Z(t)− Z(s)| 6 sup
u6s,t6u+2−p

|M(t)−M(s)|+

+ sup
u6s,t6u+2−p

|V (t)− V (s)| 6 sup
u6s,t6u+2−p

|M(t)−M(s)|+ K2−p.

Niech teraz

Γ′N := {∀m>N∀p∈N∀06u6m sup
u6s,t6u+2−p

|Z(t)− Z(s)| 6 K2−p + αp}.
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Oczywi±cie ΓN ⊂ Γ′N . Zauwa»my teraz, »e

P({Z0 ∈ B} ∩ ΓN) > 1− ε.

Zbiór {Z0 ∈ B} ∩ ΓN jest domkni¦ty w C(R+). Funkcje, które nale»¡ do tego zbioru s¡

wspólnie ograniczone i jednakowo ci¡gªe na ka»dym przedziale zwartym [0, n]. Przypo-

mnijmy, »e jednakowa ci¡gªo±¢ funkcji ze zbioru F (postaci f : T → S, gdzie (T, d) (S, ρ)

s¡ przestrzeniami metrycznymi) oznacza, »e

∀ε∃δ∀f∈F d(s, t) < δ ⇒ ρ(f(s), f(t)) < ε.

W naszym przypadku oznacza to po prostu, »e sup|x−y|<δ |f(x) − f(y)| < ε. Na mocy

twierdzenia Ascoli-Arzeli oraz de�nicji topologii w C(R+) oznacza to, »e zbiór {Z0 ∈
B} ∩ ΓN jest zwarty. Korzystaj¡c z Twierdzenia 26 dostajemy tez¦ Twierdzenia.

�

Twierdzenie 28 (Stroocka-Varadhana) Zaªó»my, »e b, σ s¡ ograniczone mierzalne, b, a-

ci¡gªe (a = σ2). Równanie (9.1) ma sªabe rozwi¡zanie.

Dowód. Poka»emy, »e rozwi¡zanie problemu martyngaªowego ma rozwi¡zanie. Zaªó»my,

»e |b| 6 K, |a| 6 K. Istniej¡ ci¡gi funkcji bn, σn speªniaj¡ce warunek Lipschitza i takie,

»e bn → b, σ2
n → a w sensie zbie»no±ci jednostajnej na zbiorach ograniczonych. Wiemy,

»e równanie

dX = bn(s, X(s))ds + σn(s, X(s))dW (s), X0 = x

ma dla ka»dego n ∈ N dokªadnie jedno mocne rozwi¡zanie (jednoznaczne w sensie trajek-

torii). Zatem problem martyngaªowy (x, an, bn) ma równie» dokªadnie jedno rozwi¡zanie,

które oznaczmy Pn. Poka»emy, »e zbiór {Pn : n ∈ N} jest relatywnie zwarty. Jest jasne,
»e dla ka»dego n ∈ N Pn(Z(0) = x) = 1. Zatem jako zbiór zwarty B w Twierdzeniu 27

we¹miemy B = {x} De�niujemy

Vn(t) =

∫ t

0

bn(s, Z(s))ds.

Ze Stwierdzenia 9 wiemy, »e

Mn := Z −
∫

bn(s, Z(s))ds = Z − V

jest Pn martyngaªem, którego nawias sko±ny jest równy
∫

an(s, Z(s))ds. Na mocy ogra-

niczono±ci b, a (a wi¦c równie» bn, an) dostajemy, »e tak»e zaªo»enie 3 w Twierdzeniu 27
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jest speªnione. To oznacza, »e z ci¡gu miar Pn mo»emy wybra¢ podci¡g zbie»ny do pew-

nego P. Poka»my, ze P jest rozwi¡zaniem problemu martyngaªowego (x, a, b). Ustalmy

dowolne f ∈ C2
0(R). Chcemy pokaza¢, »e

f(Z)−
∫
Luf(Z(u))du

jest P martyngaªem, gdzie

Luf(y) = b(u, y)f ′(y) =
1

2
a(u, y)f ′′(y).

Niech s < t. Wystarczy pokaza¢, »e dla ka»dego Γ ∈ Bs (Bs �ltracja na B(R+))

E(1Γ(f(Z(t))−
∫ t

0

Luf(Z(u))du) = E(1Γ(f(Z(s))−
∫ s

0

Luf(Z(u))du),

co jest równowa»ne

E(1Gamma(f(Z(t))− f(Z(s)))) = E(1Γ

∫ t

s

Luf(Z(u))du).

Jeszcze pro±ciej, wystarczy udowodni¢, »e dla dowolnej funkcji ci¡gªej Bs mierzalnej

ograniczonej ϕ : C(R+)→ R mamy

E(ϕ(Z)(f(Z(t))− f(Z(s)))) = E(ϕ(Z)

∫ t

s

Luf(Z(u))du).

Wiemy, »e dla ka»dego n ∈ N f(Z)−
∫
Ln

uf(Z(u))du jest Pn martyngaªem. Zatem

En(ϕ(Z)(f(Z(t))− f(Z(s)))) = En(ϕ(Z)

∫ t

s

Ln
uf(Z(u))du).

Poniewa» Pn → P, wi¦c dla ka»dej funkcji F : C(R+)→ R ci¡gªej ograniczonej zachodzi

En(F (Z))→ E(F (Z)). Funkcja F1(g) = ϕ(g)(g(t)− g(s)) jest tak¡ funkcj¡, zatem

En(ϕ(Z)(f(Z(t))− f(Z(s))))→ E(ϕ(Z)(f(Z(t))− f(Z(s)))).

Z drugiej strony

|En(ϕ(Z)

∫ t

s

Ln
uf(Z(u))du)− E(ϕ(Z)

∫ t

s

Luf(Z(u))du)| 6

6 |En(ϕ(Z)

∫ t

s

Luf(Z(u))du)− E(ϕ(Z)

∫ t

s

Luf(Z(u))du)|+

+|En(ϕ(Z)

∫ t

s

Ln
uf(Z(u))− Luf(Z(u))du)|.
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Funkcja F2(g) = ϕ(g)
∫ t

s
Luf(g(u))du jest ci¡gªa i ograniczona. Zatem

En(ϕ(Z)

∫ t

s

Luf(Z(u))du)→ E(ϕ(Z)

∫ t

s

Luf(Z(u))du).

Pozostaje zauwa»y¢, »e

|En(ϕ(Z)

∫ t

s

Ln
uf(Z(u))− Luf(Z(u))du)| 6

6 sup
Z
|ϕ(Z)|(t− s) sup

u∈[s,t]

sup
y∈suppf

|Lnf(y)− Lf(y)|.

Poniewa» suppf jest zwarty, a bn → b, an → a na jednostajnie zbiorach zwartych, wi¦c

sup
y∈suppf

|Lnf(y)− Lf(y)| → 0.

To ko«czy dowód twierdzenia.

�

Powy»sze twierdzenie daje istnienie mocnych rozwi¡za« przy znacznie sªabszych zaªo»e-

niach na wspóªczynnik dyfuzji.

Twierdzenie 29 (Yamada-Watanabe) Niech b, σ b¦d¡ ograniczone. Je±li istniej¡ staªa

L > 0, i funkcja δ : R+ → R+ takie, »e

1. δ jest niemalej¡ca oraz
∫ 1

0
1

δ2(x)
dx =∞;

2. b(t, x)− b(t, y) 6 L|x− y|;

3. |σ(t, x)− σ(t, y)| 6 δ(|x− y|) na [0, T ],

to równanie (9.1) ma mocne rozwi¡zanie, jednoznaczne w sensie trajektorii.
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