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Rozdzial 1

Wstep

Niech W(t), t € R, bedzie procesem Wienera, X (t)- procesem stochastycznym. Zasadni-
czym celem teorii jest zdefiniowanie calki stochastycznej fot X (s)dW (s). Problem polega
na tym, ze trajektorie procesu Wienera nie maja ograniczonego wahania, a zatem nie
mozna calki definiowa¢ dla kazdej trajektorii z osobna (na ¢wiczenia).

Niech (€2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, zupelng. Niech (F)ier,, Fi C F,
bedzie (zupelna) filtracja. Dla uproszczenia okreslamy F., = o(lJ, F¢). Niech 0 < T' <

Q0.

Definicja 1 Przestrzen M%C bedg stanowily ciggte martyngaly, adaptowalne wzgledem
filtracji (Fy) takie, Ze sup,or EM?(t) < oco.

Zauwazmy, ze
L. jesli T' < oo supycr EM?(t) = EM?(t).
2. jesli T = oo, to M2¢ tworza martyngaly ciagle takie, ze sup,_ . EM?(t) < co. Z
nier6wnosci Dooba wynika, ze

E sup M?(t) < 4sup EM?(t) < oo.

t<oo t<oo
Twierdzenia o zbieznogci martyngatow implikuja, ze M(t) — M (oo) p.n.iw L%(9).
Ponadto zachodzi wzor M(t) = E(M(s)|F:) — E(M(c0)|F), gdy s — o0, s > t.
Zatem M (t), 0 <t < oo tworza martyngal ciagly taki, ze sup,.,, EM?(t) < co.

Uwaga 1 Przez M?€, bedziemy oznaczaé ogdlnie martyngaly ciggle takie, ze EM?(t) <
oo dla kazdego t < oo.

Definicja 2 Powiemy, ze dwa procesy X (t) i Y(t), t € [0,T] sq nieodréznialne, jesli
P(X(t)=Y(t) dlat €[0,T)) = 1.



Uwaga 2 W przestrzeni M%C identyfikujemy procesy nieodroznialne.
Stwierdzenie 1 Przestrzern M%’C jest przestrzeniq Hilberta z iloczynem skalarnym
(M,N)=(M,N)r =EM(T)N(T).
Dowéd. Zauwazmy, ze
1. Przestrzen M7 jest liniowa.

2. (M, N) jest iloczynem skalarnym, ktory istotnie definiuje metryke na M%C. Wystar-
czy sprawdzi¢, ze (M, M) = 0 daje M = 0. Tak jest gdyz 0 = (M, M) = EM*(T).
Z nier6wnosci Dooba dostajemy E sup, <, M?(t) = 0, a to znaczy, ze proces M jest

nieodréznialny od 0.

3. Rzecz jasna | M||> = (M, M) wprowadza metryke || - || na przestrzeni M. Udo-
wodnimy zupelnosé M%C w tej metryce. Niech M, bedzie ciagiem martyngalow
spetniajacych warunek Cauchy’ego (zachodzi M, (t) = E(M(T)|F;)). Poniewaz

|M,, — M|l = B(M,(T) — M,,(T))* — 0, gdy m,n — oo,

wigc z zupelnosci L?*(Q2) wynika, ze istnieje M(T) takie, ze M, (T) — M(T) w

L?(2). Ponadto z nieréwnosci Dooba

Esup(M,(t) — M, (t))* < 4sup E(M,(t) — M, (t))* =

t<T t<T
= AE(M,(T) — M,,,(T))* — 0, gdy m,n — oo.

Crzyli przechodzac do podciagu (ny) (zeby mie¢ zbieznosé p.n.) dostajemy

P(sup(M,, (t) — M,,(t))*> = 0, I,k — 00) = 1.

t<T

Zatem M, jest z P =1 zbiezny jednostajnie na odcinku [0,7] (kK — o0). Konse-

kwentnie M,,, jest zbiezny do pewnego procesu ciaglego M. Poniewaz
M(t) = My, (t) = E(My, (T)|F:) — E(Mr|F),

gdzie zbiezno$¢ po lewej stronie jest p.n., a po prawej w L*(Q). Stad dostajemy, ze
M, — M w M2°

Whniosek 1 Przestrzen M%C jest izometryczna z domknietq podprzestrzeniq L*(S2).



Definicja 3 Przez £ oznaczamy klase proceséw elementarnych, to znaczy proceséw po-

stacy

m—1
X(t) =&lo+ Z SLCImE
j=1
gdzie 0 =ty <t <tz < ... <lp, § jest Fy; mierzalne.

Zauwazmy, ze & jest przestrzenia liniowa.

Niech W bedzie procesem Wienera wzgledem filtracji (F;) (filtracji zupelnej, wyznaczonej

przez proces). Zauwazmy, ze W (t) — W (s) jest niezaleznym procesem od Fs.

Definicja 4 Dla X € & definiujemy proces
t
I(X) = I(X)(t) :/ XdW =Y " &(W(tjpa At) — W(t; At)).
0

Zauwazmy, ze 1(X) nie zalezy od reprezentacji X.



Rozdzial 2

Calka stochastyczna Ito

2.1 Calka Ito jako izometria liniowa

W tym rozdziale zdefiniujemy catke stochastyczna Ito.

Twierdzenie 1 Dla kazdego X € &, proces 1(X) € M%C, I(X)(0) =0, a ponadto

|(X)3 =E / X(s)dW (s / X¥(s

Dowéd. Poniewaz X € &£, wiec dla pewnego ciagu 0 =1y <t <t < ... <t

m—1

X<t) = 50]-{0} + Z gjl(tj,tj-u]?
j=1

gdzie, §; sa F;, mierzalne. Z definicji

IO = Y 60t A1) = Wt A )

Jest jasne, ze I(X)(0) = 0. Po drugie jest oczywiste (z definicji), ze I1(X)(t) € L*(Q2). Po

trzecie trajektorie procesu I(X) sa ciagle. Istotnie wystarczy zauwazy¢, ze funkcje
t—= (Wt AE) =Wt AL), t e (bt

sa ciagle, co wynika z cigglosci trajektorii procesu Wienera.

Pozostaje pokaza¢, ze proces I(X) jest martyngatem. Zauwazmy zatem, ze I(X)(t) t €
[0, T jest adaptowalny do filtracji (F;). Pokazemy, ze

E(I(X)()|F,) = I(X)(s), dlaty <s<t<tyn, ke{0,1,..m—1}  (2.1)



Powyzsza réwnos¢ tatwo wynika z definicji
E(I(X)(t) = I(X)(s)|Fs) = E((W(t) — W(s))|Fs) = GEW () — W(s)|Fs) = 0.
W istocie to wystarcza do udowodnienia, ze
E(I(X)(t)|Fs) =I1(X)(s), dla0 < s <t <T.
Przypusémy, ze s € (t;,t;1], t € (L, tis1], I < k, to
E(I(X)(t)|Fs) = E(E{(X)(8)[F, )| Fs) = EU(X) ()| Fs) =
E(E(X) ()| Fy_ ) Fs) = BU(X)(te-1)|Fs) = .. =
E(I(X)(ti41)Fs) = I(X)(s).
Za kazdym razem korzystaliSmy wylgcznie z rownosei (2.1).

Pozostaje jeszcze udowodni¢ wzor

00 =BIx 0 =B [ X

Skorzystamy z nastepujacej rownosci.

-1

EI(X)*(T) = Y BEW (trer) — W(t) +

3

k‘

+2)  E(Gé( W(tz+1) W ()W (trs1) = W(t)))-

I<k
Niech

A= Z E(E(W (tegr) — W (tr)?).
=2 Z E(&&k (W (trer) = W(t))(W (trar) — W (tk))).

1<k
Zauwazmy, ze

= QZE (&&(W (tigpr) = W () (W (tigr) — W(te)) | F,)) =

<k

=2 EG&GW (tr) = WER))E(W (tiar) — W ()| Fy,)) = 0

I<k
Ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze E((W (txs1) — W(tk))|Fi,) = 0 (bo W jest mar-
tyngalem). Wystarczy obliczy¢ A. Przypomnijmy, ze W (t) i W2(t) — ¢ sa martyngatami,
stad
E((W(tir1) — W(th))?|Fo) = BV (tr0) | F,) — 2W (6 B(W (ti1) [ F,) +
+W23(ty) = EW?(tig1) — tes1|Fo) + terr — W2(tg) = i1 — i
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Zatem

3
L

m—

A= Z E(GW (tes1) = W(te)?) = Y EEEGW (te) — W(ty))?|Fy)) =
= E(@?E(( (ter1) — W (te))?| Fr,)) = E( . Gitesr —tx) = E i X?(s)ds.

To konczy dowdd.

Uwaga 3 Latwo zauwazyé, ze I jest przeksztatceniem liniowym z € w M?,JC. Co wiecey,

jesli potraktowaé £ jako liniowq podprzestrzen
Ly = L*([0,T] x 0, B([0,T]) & F,| - | ® F),
to I jest liniowq izometrig (bo ||I(X)|| = || X||3, ).
T

Ogolnie catke stochastyczna otrzymamy przechodzac do domkniecia £. Warto zwrocic
uwage, 7e kazda izometria liniowa I z podprzestrzeni L3 w M2 (przestrzen Banacha)

ma jednoznaczne rozszerzenie na domkniecie £ przestrzeni & w L2.

Definicja 5 Rozszerzenie I na domkniecie & w L2 nazywamy calkq stochastyczng ITto i

/X )W (s /XdW

Uwaga 4 Dla kazdego X € €, zachodzi I(X) € M%C. Ponadto I jest izometrig liniowg,

to znaczy I jest lintowe i zachodzi wzor

1 1(X)|]* = /X YdW (s /X2

2.2 Opis procesow z klasy &.

oznaczamy

Definicja 6 Przez P bedziemy oznaczaé o-cialo zbioréw prognozowalnych, to znaczy o-

ciato podzbiorow R, x ) generowane przez
{{0} x A, Aec Fo} U{(s,t] x A, s <t, Ae F}.

Proces X bedziemy nazywaé prognozowalnym, gdy jest mierzalny wzgledem P jako funkcja
0,7 x Q23 (t,w) = X(t,w).



Uwaga 5 Kazdy proces prognozowalny jest progresywnie mierzalny.

Stwierdzenie 2 Jesli X jest procesem adaptowalnym, lewostronnie cigglym, to jest pro-

cesem prognozowalnym.
Dowod. Niech (t}), bedzie ciagiem podzialéw normalnych, to znaczy
t<T, 0=ty <.. <t,=T, max(tj—t; ;) — 0 gdy n — oo.
j

Definiujemy

mp—1

X(t) == X(0) Lo (1) + D> X () Lnap, 1(8)-

k=1
7Z lewostronnej ciaglosci wynika, ze X, (t) — X (t) dla kazdego t, dla prawie wszystkich
w € ). Co wiecej procesy X, sa prognozowalne bo sa skoficzonymi sumami procesow

progonozwalnych. W istocie Wystarczy zauwazy¢, ze prognozowalne sa procesy

X(0)1g0y, X(tg)lgny

kothgl®

To z kolei wynika z definicji o-ciata P

{(t,w) s X(0)loy < af = {0} x {X(0) <a} €P
{(tw) s X ap gy, ) < af = (@, ti] x {X () <ap € P. (2:2)

[ |
Stwierdzenie 3 Zachodzi réwnosé € = L*([0,T] x Q,P,| - | ® P).

Dowod. Zauwazmy, ze po pierwsze kazdy proces z klasy € jest prognozowalny, bo jest
granica wedlug | - | ® P procesow prognozowalnych (a wiec granica p.n. dla pewnego
podciagu). Wynika to z faktu, ze zbieznos¢ w L? implikuje zbiezno$¢ wedtug prawdopo-
dobienstwa (ogolnie miary).

Wystarczy pokazac, ze procesy z € sa geste w klasie L2([0, T] x Q, P, |- | @ P). Jest jasne,

ze geste w tej klasie sg sumy postaci

X :=> alr,, gdzie a; €R, T; €P.
k=1
Wystarczy udowodni¢, ze 1p, € &£. Ten fakt dostajemy z lematu o 7 — A uktadach.
Zwroémy uwage, ze klasa A zbiorow I' dla ktorych 1r € € zawiera m-uklad B ztozony ze
zbiorow

'={0}xA AecFy, I''=(s,t]xA AeF..
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7 definicji 1r dla takich zbioréw nalezy do £ C €. Wystarczy pokazaé, ze klasa A jest
A-uktadem (na éwiczenia).

Whniosek 2 Jesli X jest procesem prognozowalnym takim, ze EfOT X2(s)ds < oo, to

catka Ito fXdW jest dobrze okreslona. Klase takich proceséw oznaczamy przez L2.

Uwaga 6 Mozna pokazaé, ze [ XdW jest dobrze okreslone dla kazdego X progresywnie
mierzalnego takiego, Ze EfOT X?(s)ds < oo, a nawet dla procesu nicantycypujacego, to
znaczy adaptowalnego, mierzalnego 1 spelniajgcego warunek EfOT X?2(s)ds < oo (patrz

ksigzka Karatzas-Shreve).

Uwaga 7 Niech X € L3, wowczas 1o nX € L7, dlat < T. Ponadto

| teax@awts) = [ xsawe
oraz E( [ X (s)dW(s))? = E [, X*(s)ds

Dowo6d. Ustalmy ¢ < T. Istnieje ciag procesow X,, € € takich, ze X,, — X w L£2. Jest

jasne, ze 191X, € £. Pokazemy, ze
]_[OﬂXn — ]-[O,t}X w E%—‘
Istotnie
T t
B [ (Loa(s)X(9) ~ Toa(9X ()7 = E [ (X,(5) = X(5)ds <
0 0
T
< E/ (X,(s) — X(s))*ds — 0 gdy n — oc. (2.3)
0

Pozostala czesé tezy jest oczywista.



Rozdzial 3
Zatrzymywanie calek stochastycznych

Twierdzenie 2 (o zatrzymywaniu calki stochastycznej) Jesli X € L%, natomiast

7 < T jest momentem zatrzymania, to g X € L2 oraz dla kazdego t € [0, 1]
t tAT
/ 1[0,7’](5>Xdes = / Xdes p.n. (31)
0 0

Uwaga Poniewaz oba procesy wystepujace w (3.1) maja ciagle trajektorie, z ich row-
nosci dla kazdego t wynika natychmiast nieodréznialnosé.
Dowod.

Proces 1 ;) jest prognozowalny, bo jest lewostronnie ciagly i adaptowany (tatwe).

Zatem 19 1X tez jest prognozowalny. Ponadto

T T
E / (Lo (5)X,)2ds < / X2ds < oc.
0 0

Stad 1jo X € L3.

Dalsza czes¢ dowodu przebiega standardowa metoda, polegajaca na udowodnieniu
twierdzenia najpierw dla 7 przyjmujacego tylko skonczenie wiele wartoséci oraz X € &
(€ — procesy elementarne), a nastepnie rozszerzeniu tezy na przypadek ogélny poprzez

prostg aproksymacje.

a) Jezeli T przyjmuje tylko skoriczenie wiele wartosci oraz X € £, mozemy bez straty
og6lnosci zatozyé, ze

m—1

X =&Lop(t) + Y &l (1)
k=1

T E {tl,...,tk},

dla pewnych liczb 0 <t < ... <t <T.
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Wprowadzajac dodatkowe oznaczenie ¢ty = 0, otrzymujemy
Lio.(t) = Liop(t) + D Lpr—eg Lo (8) = Loy (1) + Z Lir=ti) Z Lty 8341 (
k=1

m—1
= 10y(t) + Z 1, tJH] Z 1o—y
7=0

k=j+1
m—1
= 1{0}(t) ‘l‘ 1{7->t }1( +1](t)
7=0
Zatem
1o (1) X: = &olgoy(t) + Z 11451 Lty 500)(1)- (3.2)

7=1

Poniewaz §;1(;~¢;} jest Fy; mierzalna i ograniczona zmienng losowa, powyzsza row-
nos¢ pokazuje, ze 1o X € & oraz pozwala policzy¢ wprost z definicji catke sto-
chastyczng tego procesu. Dokladnie]

t m—1 m—1 m
/ [0, T]( )X dWy = Z £j1{7>tj}<wtj+1/\t - Wtj/\t) = Z Z f 1{T_tk} th+1/\t -
0

J=1 j=1 k=j+1
m k—1
- Z 1{7- tk}éj (Wt]+l/\t Wtj/\f)
k=1 j=1
m k—1
- Z Lir=ti} Z Wi iint — Wiine)
k=1 j=1
m tAL
- Z l{T—tk}/ X dW / X dW97 (33)
k=1

co koniczy dowdd w najprostszym przypadku.

Uwaga Powyzsze rachunki sa dos¢ formalne i sprowadzaja sie do zmiany ko-
lejnosci sumowania. Tak naprawde rowno$é (3.2) mozna dosé tatwo sprawdzi¢ na
rysunku, przedstawiajac symbolicznie zbior [0, 7] x 2, dzielac 0§ czasu na przedzialy
(tj,tj+1] (na ktorych X jest przy ustalonej w staty, rowny &;(w)) i patrzac, co sie
Wyzeruje” po wymnozeniu przez ly ;. Podobnie rownosé (3.3) mozna otrzymac,
patrzac ktore czesci w sumie definiujacej catke sie ,wyzeruja’ dla 7 = t;. Jest to
oczywisdcie w gruncie rzeczy to samo rozumowanie co zapisane powyzej, ale chyba

bardziej pokazuje co sie dzieje niz formalne napisy.

10
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b) W kolejnym kroku udowodnimy teze dla 7 — dowolnego momentu zatrzymania,

ciagle przy zalozeniu, ze X € £.

W standardowy sposoéb konstruujemy ciag 7, momentéw zatrzymania, przyjmuja-
cych tylko skonczenie wiele wartosci, takich ze 7,, \, 7. Z ciaglosci trajektorii calek

stochastycznych, mamy
Tn /At TNL
/ X, dWs — / XdWy p.n.
0 0

Aby uzyskaé teze, wystarczy wiec pokazac, ze fot 1io,r) (8) XsdWy — fot 1io,7(8) XdW,
w L?(2). Udowodnimy wiecej, mianowicie zbieznos¢ [ 1y 1 XdW — [ 19 1 XdW
w przestrzeni M. Poniewaz catka Tto jest izometria miedzy £2. 1 M5, wystarczy

pokazac¢ zbieznosc¢ 1o, X — 1o X w £2. To jednak jest proste
T
0.7 X — Lo X7z = E/O (Ljo,ra) (5)Xs — Ljo,01(8)X) ds

T
= E/ Lirm(8)X2ds — 0,
0
z twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej.

¢) W ostatnim kroku udowodnimy twierdzenie dla dowolnych 7, X. Niech X,, € &,

X, — X w L2. Woweczas, jak tatwo sprawdzi¢, rowniez f[o,r} X, — 10X w L7,
skad dostajemy fot 1io,7(8) X (5)dW, — f(f 1i0.1(s)XdW, w L*(Q2) (argumentujemy
jak w punkcie b)). Wystarczy zatem pokazac, ze [;" X, (s)dW, — [ X dW,
rowniez w L?(Q2). Ale

At AL T T

E(/ Xu(5)dW, —/ XodW,)? < E(/ Xu(5)dW, —/ X dW,)?
0 0 0 0
=X = Xallzz — 0,

gdzie nier6wnos¢ wynika z Twierdzenia Dooba (zastosowanego do ciggltego podmar-
tyngatu ([(X — X,,)dW)? oraz ograniczonego momentu stopu 7 A t) za$ rownosc,

znow 7z faktu, ze catka Tto jest izometria, migdzy L2 oraz M?p’c.

Whiosek 3 Niech X € L2. Wdéwczas proces

M(t) = ( /0 X (s)dW (s))” — /O X (s)ds
jest martyngatem

11



Dow6d. Wystarczy pokazac¢, ze dla kazdego ograniczonego momentu zatrzymania 7,

EM,. = 0. Ale z Twierdzenia o zatrzymywaniu catki stochastycznej

:/X )W (s /X /X $)1j0.(5)dW (s /X 1j0.-(5)ds,

zatem rzeczywiscie

EM, = E(/0 X ()10 (s)dW (s))” — E/O X (5)*10(s)ds = 0,

gdzie ostatnia rownos¢ wynika z faktu, ze calka stochastyczna jest izometria miedzy L2
27
oraz MZ°.
|

Twierdzenie o zatrzymywaniu calki stochastycznej pozwoli nam na rozszerzenie defi-

nicji calki stochastycznej na szerszg klase proceséw niz L.

Definicja 7 Niech
t
A% = {(X(t))sepor): X — prognozowalny , ‘v’t<T/ X2ds < oo p.n.}
0

Oczywiscie £3. C A7. Chcielibysmy zdefiniowaé¢ [ X (s)dW (s) dla X € A%, tak aby
snowa” calka stanowita rozszerzenie calki 1t6. W tym celu dla X € |Lambda%, wpro-

wadZzmy ciag momentdéw stopu
t
=inf{t < T / X(s)*ds > n}, (3.4)
0

gdzie jak zwykle przyjmujemy konwencje inf ) = T'. Z definicji A2, otrzymujemy natych-
miast 7, /T p.n. Ponadto dla dowolnego n, 1y .1 X € L2, zatem mozemy zdefiniowac

proces
t
Mn(t):/ 10,7, XdW,
0

jako calke stochastyczna w sensie 1t6).

Zachodzi nastepujacy

Lemat 1 Diam >n orazt <1,

czyli (wobec cigglosci trajektorii) procesy M oraz M, sq nierozrdzinialne.

12



Dowd6d. Z twierdzenia o zatrzymywaniu calki stochastycznej oraz nieréwnosci 7,, < 7,

p.n., mamy
tATh t
My (7 A E) = / Lo (5)X ()dVV (s) = / Lo (5) L0 (5) X (5)AW (5)
0 0

_ /0 10.,1(5) X ()dW (s) = M (t).

|
Zatem, dla pewnego zbioru Q) C Q o prawdopodobieristwie 1, dla ustalonych wartosci
we Ot <T,ciag M,(w,t) stabilizuje sie, tzn. dla n,m > ng(w, t), My (w,t) = M, (w,1).

Pozwala nam to wprowadzi¢ nastepujaca definicje

Definicja 8 Jedyny (modulo nieodréinialno$é) proces (M(t))cpr), taki Ze dla kazdego
neN

/ Liouna) ()X (s)dW (s) = M7,

gdzie wyrazenie po lewej stronie oznacza catke Itd, nazywamy catkq stochastyczng procesu

X 1 oznaczamy

M(t) = /OtX(s)dW(s) - /Ot XdW.

Wtasnosci calki stochastycznej

1. M nie zalezy od ciagu definiujacego 7,, tzn. gdybysmy zamiast ciagu 7, zdefinio-
wanego wzorem (3.4), uzyli w definicji innego ciagu momentéw zatrzymania 7,
takiego ze 7, /' 7 oraz X1y 1) € L2 (sa to jedyne wlasnosci, z ktorych korzysta-

lismy, konstruujac catke [ XdW), w wyniku dostalibySmy ten sam proces.

2. fOO XdW = 0, ponadto [ XdW ma ciagle trajektorie (wynika to bezposrednio z

konstrukcji, gdzie calke stochastycznag otrzymaliSmy poprzez sklejanie procesow
ciaglych).

3. Istnieje ciag momentoéw zatrzymania 7,, /7, taki ze dla kazdegon € N, ([ XdW)™
M%C (co réwniez wynika bezposrednio z konstrukeji). Wlasnosé ta jest wazna i
zostanie wraz z konsekwencjami dokladniej przedyskutowana w dalszej czeSci wy-
ktadu (patrz Def. 9)

4. Zachodzi analog Twierdzenia 2, tzn. jesli X € A2 oraz 7 < T jest momentem stopu,

to rowniez X1y, € A2 oraz
tAT
/ XdW = /1[0’T}XdW
0
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5. Przeksztalcenie A% 2 X — [ XdW jest liniowe.

6. Zachodzi nierdwnosé Dooba, tzn. dla dowolnego momentu zatrzymania 7 < T

t T
E(sup(/ X (s)dW(s))?) < 4E/ X2ds
t<r Jo 0

Przyjrzyjmy sie teraz blizej wlasnosci 3), ktora ukazuje istotna réznice miedzy caltka
izometryczng Tto, a jej rozszerzeniem na A%. Calka Tto jest z definicji ciaglym martyn-
gatem, whasnos¢ 3) jest wiec dla niej oczywista, momenty zatrzymania 7, moga by¢
wrecez deterministyczne. Okazuje sie, ze dla X € A7, proces M = [ XdW nie musi by¢
martyngatem (moze sie¢ wrecz zdarzy¢, ze E|M;| = 00), niemniej moze by¢ w pewnym
sensie przyblizany przez martyngaly. Jest to bardzo uzyteczna wtasno$¢, motywujaca

wprowadzenie ogodlniejszej definicji.

Definicja 9 Proces adaptowany (My)icpo,r) nazwiemy martyngatem lokalnym, jesli ist-
nieje cigg momentow stopu 1, /T, taki zZe dla kazdego n, proces M™ jest martyngatem.

Cag 1, nazywamy wowczas ciggiem lokalizujgeym M.

Latwo sprawdzi¢, ze proces M jest cigglym martyngatem lokalnym, wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje cigg momentoéw zatrzymania jak w Definicji 9, o tej wlasnosci, ze
dla kazdego n, proces M™ jest cigglym martyngatem. Co wiecej, dla kazdego ciagtego
martyngatu lokalnego istnieje ciag 7, /T, taki ze M™ € M?¢,

Wtasnosé 3) oznacza wiec, ze calka stochastyczna jest martyngatem lokalnym. Przy
pewnych dodatkowych zalozeniach mozemy jednak wnioskowa¢, ze catka stochastyczna

jest martyngalem, o czym mowi nastepujace

Twierdzenie 3 Jesli dla kazdego t < T, Ef(fX(s)zds < 00, to M = [XdW jest

martyngatem.

Dowo6d. W definicji martyngatu rozpatrujemy jedynie pary M(tq), M(ts), przy t1,ts <

T, a nasze zalozenia mowia, ze na odcinkach [0, ¢], ¢ < T, proces M moze by¢ zdefiniowany
jako catka Ito, wiec jest martyngatem.

|

Na zakonczenie rozdzialu podamy jeszcze kilka wlasnosci martyngatow lokalnych,

ktorych udowodnienie pozostawimy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 4 Kazdy ciggly © ograniczony martyngat lokalny jest martyngatem, zas

kazdy ciggty, nieujemny martyngat lokalny jest nadmartyngatem.
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Rozdzial 4

Calkowanie przez czesci

4.1 Proces wariacji kwadratowe]j

Uwaga 8 Mozna powtdrzyé calq poprzedniq dyskusje (teoria calki), biorge zamiast W
(proces Wienera) dowolny martyngal M € M?€ taki, ze istnieje proces (M) spelniajgcy

warunks:
1. adaptowalny,
2. ciggly, niemalejgcy, (M)(0) =0,
8. M? — (M) jest martyngatem.

Pokazalismy na przyktad, ze jesli M = fot XdW, to (M)(t) = fOtX(s)2ds.

Twierdzenie 5 (Tw. Dooba-Meyera) Dla kazdego M € M?>€ istnieje proces (M) spet-
niajgcy warunki 1.-4. (patrz np. ksigzka Karatzas-Shreve).

Definiujemy przestrzenie £2(M) jako klase procesoéw prognozowalnych, takich, ze
T
E/ X (s5)?d{M) < cc.
0

Dla utatwienia £2 = L2 (W). Podobnie A%(M) oznacza przestrzen proceséw prognozo-

walnych takich, ze

t
/ X (s)?d{(M) < oo, pn., dlat<T.
0

Uwaga 9 Proces (M) jest wyznaczony jednoznacznie.
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Twierdzenie 6 Niech M € M*°, t <T, a (t}), bedzie ciggiem podziatow normalnych
odcinka [0,t]. To znaczy

O=tg <ty <..<tp, =t
oraz max;(t% ; —t}) — 0 jesli n — co. Definiujemy

my—1

Va(M.t) = Y (M(#]y,) — M(t7))*.

=0

Woéwczas lim,, o V,(M,t) = (M) (t) w L'(Q).
Dowod. Potrzebujemy dwoch prostych faktow (na ¢wiczenia).

Lemat 2 Niech £, n = 1,2, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych okreslonych na prze-
strzeni (0, F,P). Niech zbiory Ay, € F, k = 1,2,..., bedq takie, ze A, /" Q, a cigg
(14,&0)n 2biega wedtug P. Wowcezas (&), zbiega wedtug P.

Lemat 3 Jesli &, > 0, &, = ¢ oraz B¢, = B¢ < oo, to & — & w LY(9).

Mozna zatozy¢, ze M(0) = 0 zastepujac M procesem M — M(0). W istocie wystarczy
pokazac, ze (M —= (M — M(0)) oraz V,,(M,t) = V,,(M — M(0),t). Mamy

(M — M(0))* = (M) = M?* — (M) + 2M (0)M + M?(0).

Kazdy 7 trzech sktadnikéow jest martyngatem (sprawdzi¢!). Suma martyngalow jest mar-
tyngalem, a zatem z jednoznacznosci procesu wariacji kwadratowej wynika, ze (M) =
(M — M(0)). Oczywiscie V,,(M,t) = V,(M — M(0),1t).

(1) Zalozmy, ze M jest ograniczony, M (t,w) < C, dla t,w. Przypomnijmy, ze

M = VoM t) +2 3 ME)M(E2,,) — M(t,)). (4.1)

J=0

Niech N, (t) := 2?;"0_1 M(t3)(M(t3,,) — M(t})). Ponadto niech

mp—1
Xn(s) = > ME)npm 1(s).

J=0

Oczywiscie X,, € £. Zauwazmy, ze N,(t) = fot X,dM. Poniewaz X,, — M p.n. oraz w
L2(M), wiec dobrze zdefiniowany jest proces N = [ MdM w M;*. Zauwazmy, ze

Vi (M, 1) = M(t)? — 2N, (t) — M(£)2 — 2N(t) w L*(Q).
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Z definicji M(t)? — 2N(t) nie zalezy od wyboru ciagu podzialéw. Niech s < t, mozemy
bra¢ podzialy normalne [0,¢] zawierajace punkt s. Dla takich podziatow V,(M,s) <
Vo (M, t). Stad

M(s)® —2N(s) < M(t)* —2N(t).

Z cigglosci M, N wynika ciggloé¢ M? — 2N. Zatem M? — 2N jest ciggly , rosnacy, 0
w 0. Poniewaz N jest martyngalem, wigc M? — (M? — 2N) jest martyngatem. Stad
M2 — 2N = (M).

(2) Niech M € M?¢, 7, /' T takie, ze M™ jest ograniczonym martyngatem. Na przyktad
T, = inf{t : |M(t)| > n}. Z punktu (1) wiemy

Vi (M™ t) — (M™)(t), w L*(Q).
Potrzebujemy nastepujacej obserwacji (na ¢wiczenia).
Lemat 4 Zachodzi réwnosé (M™) = (M)™
Zauwazmy, ze dla kK € N
LitcryVa (M 1) = Lucrg Va(M™, 1) = Lar (MT)(t) = Liecny (M)(2),

gdzie zbieznos¢ jest w sensie L*(9)), a wiec i wzgledem P. Poniewaz, {t < 7} /" Q, wiec
na mocy Lematu 2 dostajemy, ze V,,(M,t) — (M)(t) wzgledem P.
(3) Zeby pokazac¢, zbieznosé w L'() potrzebujemy nastepujacego oszacowania (na ¢wi-

czenia).

Lemat 5 Niech M, M’ € M*¢, M(0) = M'(0) = 0. Zachodzi nieréunosé
BV, (M, 1) = Vo (M, )] < [|M — M| + 2[|M'[[[| M — M)

Niech teraz 7, bedzie jak w (2). Z twierdzenia Dooba wynika

Esup M?(r, A t) < AEM?(t),
k

co implikuje, ze M(my At) — M(t) w L*(Q). Zatem z Lematu 5 wynika zbiezno$é
V(M t) — (M)(t) wzgledem P. Ponadto

EV,(M,t) — BV,(M™,t) = B(M™)(t) — E(M)(t).

To znaczy EV,,(M,t) = E(M)(t). Z Lematu 3 wynika zbieznos¢ V,,(M,t) — (M)(t) w
LY(Q).
|
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Whniosek 4 Wariacja kwadratowa catki stochastycznej. Niech (t?)n bedzie ciggiem po-
dziatow normalnych, M = [ XdW, wiwczas

1. XeL2 =V (Mt)— [

X(s)*ds w LY(Q);

2. X € A2 = V(M t) — [

o X(s)*ds wzgledem P.

Dowo6d. Punkt (1) wynika z Twierdzenia 6. Punkt (2) dostajemy z Lematu 2.

4.2 Iloczyn skosny
Definicja 10 Niech M, N € M?*¢. Definiujemy
1
(M,N) := Z(<M+N> — (M — N)).
Proces ten bedziemy nazywaé iloczynem skosnym procesow M, N.

Stwierdzenie 4 Tuk zdefiniowany proces (M, N) jest jedynym procesem ciggltym, 0 w
0, o trajektoriach o wahaniu skoniczonym ma kazdym przedziale ograniczonym takim, Ze
MN — (M, N) jest martyngatem. Co wiecej, dla kazdego ciggu podziatéw normalnych

(t)ns to znaczy spetniajgcego warunki

t<T, 0=ty <..<t, =t mar;(t;, —t7) —0 gdyn — oo,

zachodzi
D (M(#) — ME)(N() = N(E) (W),

Dowéd. Warto zwroci¢ uwage, ze dla a,b € R

1 2 2
ab:Z((a—l—b) — (a —b)?).

Ponadto (M + N)? — (M + N)i (M — N)? — (M — N) sa martyngalami. Zatem z uwagi
powyzej i z Twierdzenia 6 wynika teza stwierdzenia.
|

Wiasnosci iloczynu skosnego
1. (M, M) = (M);
2. (M, N) jest dwuliniowy;
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3. Jesli M € M?*¢, X € A2(M), to
( / XdM)™ = / XdM™ = / 1o XdM.

4. Zachodzi rownos¢ My, . = Mfoi To znaczy kazdy martyngat lokalny, ciagly jest w
klasie martyngalow lokalnych, cigglych catkowalnych z kwadratem. Przypomnijmy,
ze M € M  jesli M jest ciagly, a ponadto istnieje ciag lokalizujacy momentow

loc

zatrzymania (7,), taki, ze 7, /T i M™ jest martyngalem.

5. Dla dowolnego M € M istnieje proces (M) rosnacy, 0 w 0 i taki, ze M2 — (M)
jest martyngatem lokalnym. To znaczy 7, /T, M™ € M?¢ oraz (M™)? — (M™)

jest martyngatem (na ¢wiczenia).

W konsekwencji catka stochastyczna [ XdM jest dobrze zdefiniowana dla procesow
z klasy AZ(M), gdzie M € M2, oraz

loc?

/0 X2(s)d{M) < oo p.n.

Zauwazmy, ze [ XdM jest, przy takich zalozeniach, martyngatem lokalnym takim,

tATE t
/ XdM = / Loy XdM™.
0 0

Poprawnosé tej definicji zostanie wykazana na ¢wiczeniach.

ze

6. Definicja (M, N) rozszerza sie dla dowolnych M, N € MfOZ

7. 7 Wniosku 4 wynika, ze jesli M = [ XdW, X € A%, to
V(M t) 5 / X2%ds czyli (M) = / X2ds.
Niech teraz M = fXdW, N = deW, X,Y € A2. Wowczas

(M, N) = / XYds.

8. To samo co w powyzszym punkcie zachodzi gdy zamiast pary (W,t), wezmiemy

(M, (M)).

Definicja 11 Proces Y nazywamy lokalnie ograniczonym, jesli istnieje cigg momentow

zatrzymania T, taki, ze Y™ — Y (0) jest ograniczony.
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Na przyktad jesli Y ciagly, to jest lokalnie ograniczony. Istotnie wystarczy wzia¢ 7, =
{t: |Y(t) = Y(0)] = n}. Warto tez zwroci¢ uwage, ze jesli Y jest lokalnie ograniczony,
to Y € A%(M) dla dowolnego martyngatu M € M>¢ (na ¢wiczenia).

Stwierdzenie 5 Zachodzq nastepujgce fakty

1. Niech X € L3, Y -prognozowalny ograniczony. Definiujemy M = [ XdW, wowczas
JYdM = [ XYdW.

2. Niech X € A%, Y-prognozowalny, lokalnie ograniczony, to zachodzi ten sam wzor
co w punkcie 1., czyli [YdM = [ XYdW.

Dowo6d. (Punkt 1.) Niech X € £, Y = nlg + Z?;l Mil(t;,t;,1)> M5 ograniczone F,

mierzalne

/YdM Zw (b1 At) = M(t; A1) =

m—1 tit1At tiNt m—1 1At

=) / Xdw — XdW =) / XdW =
j=1 0 0 j=1 tiNnt
m—1 AL t

= / n; XdW = [ YdW.
o e 0

Niech teraz Y, € £, Y, — Y w L2(M). To znaczy
B [ 1Ya(s) ~ Y(5)Fd(M) — 0. gy n— oo

Zauwazmy (Wlasnosé 6.), ze (M) = [ X?ds. Zatem
t
B[ M- v /|Y Y (s)X (5)7ds.

E/0 1V,,(5)X (s) — Y(5)X(s)*ds — 0 gdy n — oo,

co oznacza, ze Y, X — Y X w LZ(W).

Stad

(Punkt 2.) (na ¢wiczenia)
n

Uwaga 10 Teza Stwierdzenia 4 pozostaje prawdziwa, gdy zamiast W, weiZmiemy do-
wolny martyngat Z € M?><.
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4.3 Calkowanie przez czeSci

Udowodnimy teraz zasadniczy wzor, jak sie okaze niezbedny przy dowodzeniu wzoru Ito.

Twierdzenie 7 Niech X,Y € A7, M = [ XdW, N = [YdW, wiwczas
MN:/MdN+/NdM+/XYdS:
:/MYdW+/NXdW+/XYdS.

Zauwazmy, ze druga rownos¢ wynika ze Stwierdzenia 4 (dla proceséow lokalnie ograniczo-

nych). Pierwsza rownosé wynika ze znacznie ogolniejszego faktu.

Twierdzenie 8 Niech M, N € M}, wéwczas
MN = M(0)N(0) + /MdN+/NdM+ (M, NY.

Dowod. (1) Po pierwsze zauwazmy, ze calki [ MdN, [ NdM sa dobrze okreslone, bo
M, N sa adaptowalne i ciagle (stad prognozowalne i lokalnie ograniczone). Zatem M €
A2(N), N € A2(M). Zauwazmy, ze

( / MdN) = / M2A(NY, / NdM) = / NZd(M

(2) Mozna zalozy¢, ze M(0) = N(0) = 0. Istotnie z definicji

(M — M(0), N — N(0)) = (M, N,
/Nd(M—M /Nd]\/[ /MdN N(0 )):/MdN
oraz [ M(0)dN = M(0)(N ), | N(0)dM = N(0)(M — M(0)). Jesli zatem poka-

zemy twierdzenie dla M — M(O), N N(0), to
(M = MO)N = NO) = [ = MO)N - N(©)) +
[V = NI~ M) + (0~ 11(0), (8 - N(O)) =
- /MdN — M(0)(N — N(0)) + /NdM — N(O)(N — N(0)) + (M, Y.
Wystarczy zauwazy¢, 7e
(M — M(0))(N — N(0)) = MN — M(0)(N — N(0)) — N(0O)(N — N(0)) + M(0)N(0).
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Zatem zachodzi roéwnos¢ MN = M(0)N(0) + [ MdN + [ NdM + (M, N).
(3) Wystarczy udowodnié¢ teze dla M = N, to znaczy

M? :2/MdM+<M).

Istotnie stosujac powyzszg rownos¢ do M + N, M — N dostajemy

MN:i((MjLN)?—(M—N)Q):}1(2/(M+N)d(M+N)+<M+N>—

—2/(M—N)d(M—N)—<M—N>):/MdN+/NdM+(M,N>,

gdzie w ostatniej linijce skorzystalismy ze wzoru na (M, N) oraz z liniowosci calki sto-

chastycznej, to znaczy

/(X+Y)d(Z1 + Zy) = /XdZ1 +/Xd22+/Yd21 +/de2.

Dokonane uproszczenia pozwalaja nam przystapi¢ do zasadniczego dowodu.

(4) Niech 7, = inf{t : |M(t)| > n}. Zatem M™ jest martyngalem ograniczonym.

Przypomnijmy, ze analogicznie jak dla procesu Wienera mozna pokazaé, ze
(M™)* = Q/MT”dMT" + (M™). (4.2)
Zachodzi rownos¢ (M)™ = (M™), a ponadto

t tATH tATn
/ M™dM™ = M™dM = / 1[07%] M™dM =
0 0

0

t tATh
= / 1jg.ry MdM = MdM.
0 0

Przechodzac z n do co w réwnosci
tATn
(M™)2(t) =2 MdM + (M)™(t)
0

konczymy dowdd twierdzenia.
|

Definicja 12 Oznaczmy przez V¢ procesy cigglte adaptowalne o skoriczonym wahaniu na
kazdym odcinku [0,t] C [0,T).
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Lemat 6 Niech M € M., A € V¢, wowczas
MA = M(0)A(0) + / AdM + / MdA,

gdzie catka [ AdM jest calkq stochastyczng, a [ MdA zwyklq catkq Stiltjesa (zdefinio-
wang dla kazdego w).

Dowdd. (1) Mozna zatozy¢, ze M(0) = A(0) = 0 oraz, ze M, A sa ograniczone.

(2) Niech (t}),, bedzie ciagiem podzialow normalnych, to znaczy

t<T, 0=ty <ty.. <t, =t, max(tHl t7) — 0 gdy n — oo.

Wowcezas

MOAW) = 3 (M(#3) ~ ME)AlEE) - AE) +

£ M)A~ AW + 3 AEDM() — M)
Zauwazmy, 7e
mi M) (A(,,) — A(™)) H/ MdA, mz At j+1)—M(t;?))—>/tAdM

mn—l

| (M(t?H) M(t7)(A(t71) = A(L7)] <

J (M (E,) — M) S (A(t2,) — A(E)?) <

j=0 7=0

< (M)(t) max [A(t,,) — A A1) —

gdzie ||A||(t) oznacza wahanie procesu A w punkcie ¢.

|
Mamy wiec wzory na catkowanie przez czesci dla M, N € Mlzoi jak réwniez w przy-
padku gdy A € V¢, M € Mfoi Dla kompletnego zobrazowania zjawiska potrzebujemy
nastepujacego lematu.

Lemat 7 Jesli A, B € V¢, to
AB = A(0)B(0) + /AdB + /BdA.

Dowdd lematu przebiega podobnie jak dowod Lematu 6.
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Rozdzial 5

Wzbr 1to

Zaczniemy od nastepujacego faktu (twierdzenia o zbieznosci zdominowanej catek stocha-

stycznych).

Stwierdzenie 6 Niech M € M>**

loes X prognozowalne takie, ze

Xo(t,w) = X(t,w).

Zaktadamy ponadto, ze X, sq zdominowane, to znaczy istnieje Y € A%(M) takie, ze
| X (t,w)| < Y(t,w). Wowczas X,, X € A:A(M) oraz

t t
/ X, dM 5 / XdM.
0 0

Dowod. Jest jasne, ze X,,, X € A%(M) (bo Y € A2(M) dominuje te zmienne). Ponadto

/Ot X2d(M) < /Ot Y3(M) < oo.

Zalozmy, ze 1y jest ciggiem lokalizujacym, czyli M™ € M%C. Twierdzenie o zatrzymywa-
niu catki stochastycznej daje nam 1., )Y [ £5(M™). Zatem z nieréwnosci 1(g X2 <
L(o,,]Y wynika, ze rowniez 1,1 X, € L3(M™). Z klasycznego twierdzenia Lebesgue’a

0 zmajoryzowanej zbieznosci
1(0,Tk}Xn — 1(07Tk]X, W E%(MT}‘)

Czyli
t
E/ Lo, (Xn — X)?d(M) — 0, gdy, n— oo.
0

Co daje zbieznos¢ w L*(Q)
t t
/ (0 Xnd M — / 10 XdAM™
0 0
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Zatem z definicji

tATE tATY
/ XpdM — XdM
0 0

Uwaga, ze Ay = {1 >t} /" Q razem z Lematem 2 koriczy dowdd stwierdzenia.

Kluczowym pojeciem w teorii catki stochastycznej jest pojecie semimartyngatu.

Definicja 13 Proces Z(t), t < T nazywamy semimartyngatem cigglym jesli
Z=Z0)+M+A, gdze

Z(0) jest Fy mierzalne, M € M7S natomiast A € V. Ponadto M(0) = A(0) = 0.

Uwaga 11 Jesli Z = Z(0) + M + A semimartyngatem cigglym, to M, A sq wyznaczone

jednoznacznie.

Dowdéd. Korzystamy z argumentu dyskutowanego na ¢wiczeniach. Gdyby istniaty dwa
przedstawienia Z = Z(0)+ M + A, Z = Z(0) + M' + A, to

M— M =—(A-A) eV

Ponadto M — M’ € M;¢ oraz M(0) — M'(0) = 0. Stad M — M’ = 0. Pokazali$my
wprawdzie ten fakt dla martyngalow, ale przez zatrzymywanie mozna go rozszerzy¢ na

martyngaly lokalne.
|

Najwazniejszym przykladem sa procesy
Z—ﬂm+/xmv+/yw,

gdzie X € A%, Y prognozowalny, mierzalny.

Whniosek 5 Jesl Zy, Zy sq semimartyngatami ciggltyma, to Z1 75 tez jest semimartynga-

tem. Ponadto jesh
Zy=71(0)+ My + Ay, Zy = Z5(0) + My + As.

to
717y = Z1(0)Z5(0) + /Zleg + /Z2d21 + (M, Ms). (5.1)

Definicja 14 Niech Zy,Zy bedq semimartyngatami takimi, ze Z, = Z,(0) + My + Ay,
Zoy = Z5(0) + My + Ay. Dla uproszezenia zapisu definiujemy (Zy, Za) = (My, Ms).
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W myél powyzszej uwagi wzor na catkowanie przez czeSci przyjmuje szczeg6lnie prosta
postac
21Z2 - Zl<O)Z2<O) + /ZleQ + /ZQle + <Z1, Z2>

Zachodzi nastepujace uogolnienie Uwagi 10.

Uwaga 12 Niech Z = Z(0) + M + A bedzie semimartyngatem. Niech X € A%(M),

Y -prognozowalny, lokalnie ograniczony. Definiujemy Z' = [ XdZ. Zachodzi réwnosé

/YdZ': /XYdZ.

Twierdzenie 9 (Wzor Ito) Niech Z = Z(0) + M + A bedzie cigglym semimartyngatem.
Niech f : R — R, bedzie klasy C?. Wéwczas zachodzi wzor

1(z20) = £ZO) + [ 1)z +3 [ rzann).

Innymi stowy f(Z) jest semimartyngatem, dziatanie funkcji f na semimartyngaly (to

znaczy Z — f o Z) nie wyprowadza poza tq klase.

Dowé6d. Warto zwrécié uwage, ze catki powyzszych wzorach sa dobrze okreslone. Po-
nadto wystarczy pokazac¢ twierdzenie dla kazdego t z osobna, bo stad juz wynika réwnosc¢
w sensie nieodroznialnosci. (Np. dlatego, ze trajektorie procesow po lewej i prawej stronie
sa ciagle, a zatem rownosé na przeliczalnym zbiorze indeksow daje rownosé trajektorii).
Bedziemy systematycznie upraszcza¢ zagadnienie.

(1) Mozna zalozy¢, ze Z(0) jest ograniczone. Istotnie jesli Z(0) nie jest ograniczone, to
mozemy zdefiniowaé

Zn(0) := Z(0)1{12(0) <}
Niech Z,, := Z,,(0)+ M + A. Zauwazmy, ze Z,(t) — Z(t) p.n. dla kazdego t < T'. Ponadto

|f(Zn(5)] < sup | f'(Zn(s))| < C(1), dlas <t

n>1

gdzie C(t) jest zmienng losows. Stad wynika, ze sup,,-, | f'(Z,)| € A7(M), gdyz

/0 sup | (Z,)|d(M) < C(t)(M) () < oo,

n>1

Zatem na mocy Stwierdzenia 6 dostajemy, ze

/Ot F(Z)dm B /Ot F(Z)dM.
26



Poniewaz w oczywisty sposob pozostale caltki we wzorze Ito zbiegaja wedtug P, wiec po
lewej stronie mamy ciag zmiennych &, := f(Z,)(t) zbiezny p.n. do & := f(Z)(t), a po
prawej ciag zmiennych

= 1200+ [ F(Zaz,+ 5 [ rz)ane

zbiezny wedtug P do zmiennej 1. Rownos¢ &, = n,, wraz z jednoznacznoscig granic daja
§=1.
(2) Mozna zatozy¢, ze Z jest ograniczony. Przypusémy, ze mamy wzor Ito dla Z ograni-

czonych. Niech Z dowolny taki, ze Z(0) ograniczony. Definiujemy momenty zatrzymania
7, =1inf{t |M ()| = n} AT; 7, :=inf{t |A(t)| = n} AT.
Niech wreszcie 7, := 7, A 7)/. Mamy 7,, /' T, ponadto
Zp =2(0)+M™+A™

jest semimartyngaltem ciagltym, ograniczonym. Zauwazmy, ze Z,,(t) — Z(t) p.n. Ponadto

jesli wzor Ito jest prawdziwy dla Z,,, to

i) = F20)+ [ 'z + / Zaa 4 / P2 =

=z [ s [ p@aas [ iz

Dla s < 7, mamy rownosci A™(s) = A(s), M™(s) = M(s), Z,(s) = Z(s). Stad wynika

o) = fzo)+ [ r@azy [ @,
Pozostaje zauwazyc¢, ze
pu £2) 12 =120+ [ r@azy [ @aon -

— f(Z(0)) + /Ot f'(Z)dZJr%/Ot f"(Z)d(M) p.n.

Mozemy przej$¢ do najwazniejszej czesci dowodu.
3) Wystarczy pokaza¢ wzor Ito dla wielomianu. Przypuéémy, ze wiemy, ze wzor Ito jest
y y y y y J
prawdziwy dla wielomianu. Poniewaz f jest klasy C?, wiec istnieje cigg wielomianéw f,
taki, ze
fo— £ fo—= ' £ — [, jednostajnie na [k, k],
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gdzie k dowolne naturalne. Zauwazmy, ze skoro Z jest ograniczony, to istnieje £ € N
takie, ze Z(s) € [—k, k] dla kazdego s < t. Zatem f,(Z) — f(Z) jednostajnie. Podobnie
poniewaz

|1 (Z(5))] < sup S[ufk} |f(z)] < C < oo,
n xe|—k,

(jest oczywiste, proces staly C' € AZ(M)), wiec korzystajac ze Stwierdzenia 6

/t f(Z)dZ — /t f(Z)dZ, wedlug P.
0 0

Analogicznie dla f/(Z) dostajemy zbieznos¢

/Ot pzion - [ F(2)d01), wedug P.

Zatem znowu korzystajac z jednoznacznosci granic dostajemy

1(z) = 1200+ | rzaz+5 [ rzan.

Pozostaje nam sprawdzi¢ wzor [to dla wielomianow.

(4) Zauwazmy najpierw, ze obie strony wzoru Ito sa liniowe wzgledem f. Wystarczy
zatem sprawdzi¢ wzor Ito dla f = 2", n € N. Dla f = 1 wzor [to jest oczywisty.
Udowodnimy teraz, ze jesli wzor Ito jest prawdziwy dla wielomianu f to jest prawdziwy

dla g(z) = x f(x). Potrzebujemy wzorow
g'(z) = flx) +af'(z), ¢"(z)=2f"(z)+zf"(z).
W istocie musimy wykazaé, ze
g(Z(t)) = Z(t)f(Z(t)) = Z(0)f(2(0)) + /{;(f(Z) +2f(2))dz +
I / " . ! / 1 ! "
+5 | er@«zranan - gzo)+ [ g2z [ @i,
Zauwazmy, ze do Z f(Z) mozemy zastosowa¢ wzor na catkowanie przez czesci. To znaczy

Z(2) = 2(0)£(2(0) + / 24f(Z) + / (2)dZ +(Z, }(2)).

Korzystajac ze wzoru Ito dla f mamy réwnosé

[ za52)= [ za [ p@az -+ [ 2an)
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Warto przypomnieé, ze [ Zdf(Z) = [ Zd(f(Z) — f(0)). Na mocy Uwagi 12

/Zd(/f’(Z)dZ) - /Zf’(Z)dZ. (5.2)
[z [ r@0n = [ 21, (5.3)

Pozostaje obliczy¢ (Z, f(Z)). Ze wzoru Ito

:f@@»+/f@MZ+?/ﬂZdwf=
+/f’(Z (M +A)+ /f”

a zatem martyngatem lokalnym w rozkladzie f(Z) jest [ f'(Z)dM. Z definicji

— (M, / F1(Z)dM)y = ( / 1dM, / F1(2)dM).

Zatem z wlasnosci nawiasu sko$nego
- [ r@on. (5.4)

20(20) + [ 2a2)+ [ 12102 +(2.4(2) -
= 2005200 + [(1(2)+ 2020z + 5 [ (7(2)+ 212 01).

Zatem wzor Ito jest prawdziwy dla funkcji g. To konczy dowdd twierdzenia.

Podobnie

Rownosci (5.2), (5.3), (5.4) daja

Mozemy sformutowaé¢ wersje wielowymiarowa twierdzenia Ito.

Twierdzenie 10 Niech Z, ..., Z; bedg semimartyngatami ciggtymi, f : R — R klasy
C?. Oznaczmy Z = (Zy,...,Zq), Z = Z(0) + M + A. Zachodzi réwnosé

ﬂmzﬂﬂm+/ﬁﬂ>ﬂ+l/Vﬂ><>,

gdzie

[saon =y [T . (5.5)



Rozdzial 6

Charakteryzacje procesu Wienera

6.1 Twierdzenie Levy’ego

Twierdzenie 11 ( Tw. Levy’ego) Niech M bedzie ciggtym martyngatem lokalnym takim,
ze M(0) = 0. Proces M jest procesem Wienera wtedy i tylko wtedy, gdy M?>(t) —t jest
martyngatem lokalnym, to znaczy (M)(t) = t.

Dowdd. Jesli M = W, to oczywiscie (M) = t. Cala trudnosé jest w dowodzie twierdzenia

przeciwnego.
(1) Pokazemy najpierw, ze M € M?>°. Niech 7,, bedzie lokalizacja martyngatu lokalnego
M. 7 definicji M?(t A 1,,) — t A T, jest martyngalem. Stosujemy nieré6wno$é Dooba

Esup M?*(s A7,) =E sup M?*(s) <AEM?*(tAT,).

s<t SKEATR

7 lematu Fatou dostajemy

Esup M?(s) < lim 4E(t A tau,) =4 lim (t A 7,,) = 4t.

Sgt n—oo n—oo

Czyli
Esup M*(s A7,) < Esup M?(s) < 4t, (6.1)

s<t s<t
co w szczegdlnosci oznacza, ze rodzina M?(s) dla s € [0, ] jest jednostajnie calkowalna.

Niech s < t. Wiemy, ze dla kazdego n
E(M(tAT1,)|Fs) = M(s A1),
zatem poniewaz M (t A 1,) — M(t), M(s AT,) — M(s) p.n., wiec
E(M(t)|Fs) — E(M(t A1,)|Fs) = M(s A1) — M(s), p.n.
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Korzystamy tu z faktu, ze rodzina zmiennych (M (t A 7,,)) jest jednostajnie catkowalna
(nieréwnosé (6.1)). Pokazalismy, ze M jest martyngatem oraz EM?(t) < oo, dla kazdego
t < 0o, co daje M € M?<.

(2) Wystarczy pokazaé, ze dla kazdego h € R, t > s mamy
E(eih(M(t)—M(s))|fS) _ o z(t=s)h? (6.2)

W szczegblnoscei
E(eih(M(t)fM(s))) _ efé(tfs)hQ

czyli przyrosty M (t) — M(s) sa gaussowskie. Pokazemy, ze z (5.2) wynika niezaleznosé
M(t) — M(s) od o-ciala F,. Rownowaznie dla kazdej zmiennej n mierzalnej wzgledem
Fs zmienne M (t) — M (s),n sa niezalezne. Korzystamy z réwnosci

E(eihl(M(t)fM(s))Jrihgn) — E(E(eihl(M(t)fM(s))Jrihgn‘fs)) —

_ E(eihgnE(eihl(M(t)—M(s))|fs)) _ e—%(t—s)h§E<6ih2n) _ E(eih(M(t)_M(s)))E(eihw),
dla kazdego hy, hy € R, co jest rownowazne niezaleznosci M (t) — M(s),n.
(3) Udowodnimy réwnosé (5.2). Stosujemy wzor Ito do funkeji f(z) = €. Wzor Ito

dla funkcji o wartosciach zespolonych jest prostym uogoélnieniem klasycznego wzoru Ito

sprawdza oddzielnie dla czesci rzeczywistej 1 urojonej). Mamy wzor

(sp ¢ ywistej jonej y y
f/(l‘) — ih@ihm, f”(m) — —hQQth,

Zatem na mocy wzoru [to zachodzi rownosé

t 2 t
eihM(t) -1+ Zh/ eth(u)dM(u) . %/ eihM(u)du _
0 0

) t h? [t
:eth[(s)+/ GZhM(u)dM(u) _5/ eth(u)du‘

Wiemy, ze M € M?<, oraz [eM ™| = 1, zatem [ e"MdM € L2(M) (dla kazdego t < 00).
Ustalmy dowolny zbiér A € F,. Z definicji martyngatu wynika, ze

t t s
E(IA/ e"thM):E(u(/ eithM—/ e"™Man)) = o.
s 0 0

Zatem 2 .
E<1A6ihM(t)> _ E(lAeihM(s)) . 7E(lA/ eihM(u)dU).
0

Oznaczmy g(r) := E(14e"M©+5)) Mozemy przepisa¢ powyzsze rownanie

olt=5)=90) =5 [ atu=9du=90)~F [ gtwan



Jest to réwnanie liniowe, ktére ma doktadnie jedno rozwiazanie
9(r) = g(0)e™3,
Co oznacza, ze
E(lAeihM(t)> _ ef%hQ(tfs)E<1A€ih]W(s)).
Poniewaz tak jest dla kazdego A € F;, wiec z definicji warunkowej wartosci oczekiwanej

E(eihM(t) |«Fs) _ 6_%h2(t_s)€ihM(S).

To konczy dowdd twierdzenia. Z definicji proces gaussowski, ciagly o przyrostach nieza-
leznych, taki, ze EM(t) = 0, EM?(t) =t (wnioski z (5.2) jest procesem Wienera.
|

Zachodzi nastepujace uogdlnienie twierdzenia Levy’ego (na ¢wiczenia).
Twierdzenie 12 Niech My, ..., My bedg martyngatami lokalnymi, M;(0) = 0,7 =1,...,d.
Wowczas M = (M, ..., My) jest d-wymiarowym procesem Wienera wtedy i tylko wtedy,

gdy

6.2 Martyngaly eksponencjalne

Twierdzenie 13 Niech M bedzie procesem ciggtym adaptowalnym, M (0) = 0. Wowczas
2

M jest procesem Wienera wzgledem filtracji (F;) wtedy i tylko wtedy, gdy AMBO=5t g

kazdego A € R jest martyngatem lokalnym.

Dowoéd. Podobnie jak w twierdzeniu Levy’ego jesli M = W, to w oczywisty sposob

AM (£)—22

e 2! jest martyngatem lokalnym dla kazdego A € R.

Definiujemy momenty zatrzymania
T, = inf{t : |M(t)| = n} An.

Stad |M(t A T1,)| < n oraz

/\2
AM(UATR) = (tAm) < lAn],

Ograniczony martyngal lokalny jest martyngalem. Niech s < ¢, A € F,. Mamy roéwnosé

E(lAe/\]\/[(t/\Tn)fg(t/\Tn)) _ E(lAe)\M(s/\Tn)f%(s/\Tn)) (63)

Oznaczmy
2
g(>\) _ e,\M(t/\rn)J7 (tATn)
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Mamy
/O] = [(M(E A7) = At AT2))gN)] < n(L+ [A)em .

W szezegolnosci |g'(N)] < n(1 + No)e™0, dla [A| < Ag. Zatem mozna przejs$é z rozniczko-

waniem pod znak calki w rownosci (6.3). Stad

2
E(1a(M(tAT,) — AtA Tn))eAM(”\Tn)*%(MTn)) _
— E(lA(M(S A Tn) — )\(S A Tn))eA]w(S/\Tn)_%(S/\Tn))

w pewnym otoczeniu 0 (|[A| < A\g). Kladac A = 0 dostajemy
E(1.M(tAT,)) =E(1aM(sAT,)).

To oznacza, ze E(M(t A 7,)|Fs) = M(s A 7,), czyli M jest martyngatem lokalnym.
Analogicznie dowodzi sie, ze g”(\) < C(n, A\o), dla |A| < Ag. Ponadto zachodza wzory

g'(N) = (Mt A7) = At ATa))*g(A) = (EA T0)g(N)

oraz
g'(0) = M*(t AT,) — (tATy).

Zatem mozemy dwukrotnie przej$¢ z rozniczkowaniem pod znak catki w rownosci (6.3).

Dla A = 0 dostajemy réwnoscé
E(1A(M2(t AT,) — (t A7) = E(Qa(M*(s A7) — (s ATy))),

czyli E(M?*(tA1,) — (EATR)|Fs) = M2(sAT,) — (s AT,). Stad M?(t) —t jest martyngalem
lokalnym. Na mocy twierdzenia Levy’ego dostajemy teze.
|

6.3 Zatrzymywanie martyngaléw lokalnych

Lemat 8 Jesli M € M>C, to 2P =1 procesy M i (M) majq te same przedziaty statosci.

loc?

To znaczy

P( U {w e Q: M(w) state na [s,t]}A{w € Q: (M)(w) state na [s,t]})) =0,

s,t€[0,T7]

gdzie przez /\ rozumiemy réznice symetryczng zbiorow.
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Dowdéd. Mozna zatozy¢, ze F; = Fiy = (4o Fs, bo M jest martyngatem lokalnym,
ciagtym. Ponadto mozna zaklada¢, ze M € M?¢. Poniewaz M i (M) sa ciggle, wiec
wystarczy pokazaé, ze dla kazdego r < s r, s € Q zachodzi

{M : stale na [r,s]} = {(M) : [r,s]}, pn.
Definiujemy moment zatrzymania
=inf{t: t>r (M)(t) > (M)(r)}.

To jest moment stopu gdyz F; = Fyy. Zauwazmy teraz, ze 1(r,7| jest ograniczonym

procesem prognozowalnym. Ponadto
( / L dM) = / Lo d(M) = 0
Jegli N € M?*¢ (N) =0, to N = N(0) (sprawdzi¢). Zatem
t t
M(T /\t) — M(T) = / 1(7"77_} = / 1(T7.,—]dM =0.
0 0

To oznacza, ze M (1T At) = M(r). Na odwrot M (w) stale na przedziale [s, t], to z Twier-

dzenia 6 (M)(t) = (M)(s).

|
Okazuje sie, ze kazdy odpowiednio stopujac martyngat M € ME o, Mozna otrzymac proces
Wienera.
Twierdzenie 14 Niech M € MlocT, < oo bedzie takie, ze M(0) =0 oraz (M)(T) =
oo p.n. Niech

=inf{s: (M)(s) > t}.
Wowcezas M (1) jest procesem Wienera. Wszczego”lnos’ci jesli X € A2 fo X?(s)ds =
pn., tor =inf{s: [J X*(u)du >t} oraz []" X (u)dW (u) jest procesem Wienera.

Dowo6d. Zauwazmy, ze 7; jest dobrze okreslony (prawostronna ciagtosé filtracji F = Fyy

oraz (M) = oo p.n.). Z definicji (M — (1) = t. Ponadto z nier6wnosci Dooba

E(sup M2(s)) < AE(M)(r,) = 4t.

s,teT

Zauwazmy, ze T; jest niemalejace, czyli jesli t; < to, to 73, < 7,. Proces M (7 A s) jest
martyngalem jednostajnie catkowalnym, stad M (7 As) = E(M(1y)|Fs). W szczegdlnosci

z to6wnosci Dooba dla martyngatow jesli r < ¢, to 7, < 7; oraz
M(r,) = M(r A7) = E(M (1) | F7).
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Pokazalismy, ze M (7,) jest martyngalem wzgledem filtracji F,. Jest jasne, ze M(7;) ma
prawostronnie ciagle trajektorie. Pokazemy, ze M (1) jest ciagly. W istocie problem moze
pojawi¢ sie jedynie jesli lim, ., 7.(w) < 7(w).

Przypusémy, ze r 7 t, wowezas 7. (w) /" 0(w) < 1(w). Wiemy, ze
<o = r=(M)(r) < (M)o) = t<(M)(o).

Z drugiej strony o < 7, a zatem (M)(o) = t. To pokazuje, ze (M)(c) = (M)(1) = t,
czyli (M) jest state na odcinku [0, 7;]. Na moc Lematu 8 dostajemy, ze M rowniez jest
staty na [0, 7;]. To dowodzi, ze M(1_) = M (o) = M(7+). Udowodnilismy, ze martyngal
M (m;) jest ciagly.

Rozwazmy proces M?%(7;) — (M)(7;). Pokazemy, ze jest to martyngal wzgledem filtracji

(Fi1). Z nieréwnosci Dooba wynika

Esup |M?(s) — (M)(s)| = Esup |M?(1; A s) — (M)(1; A s)| <

STt S<Tt
< Esup M?(s) + E(M)(r;) < 5t. (6.4)
STt

Poniewaz

M7 A s) — (M) (1 A s) = E(M?(7) — (M)(7)|Fy),
wiec z rownosci Dooba dla r < t (7. < 1)
M () = (M)(7;) = M*(r A7) = (M) (1 A7) = B(M?(7) — (M)(7)| Fr, )

Pokazalismy, ze M (7;) jest martyngatem ciagltym, M?(;)—(M — (7;) réwniez, a ponadto
(M) (1) = t. Z twierdzenia Levy’ego wynika, ze M (7;) jest procesem Wienera wzgledem
filtracji Fiy.

]
Pozostaje pytanie co jesli P((M)(T) < oo) > 0.

Uwaga 13 Jesli P((M)(T) < o0) > 0, to jesli V bedzie niezaleznym od M procesem

Wienera, wowczas definiujgc
U(t) .= M(m) + V(t) = V(tAN(M)T)),

gdzie Ti(w) = T dla t > (M)(T), oraz 7, = inf{s : (M)(s) > t} dla t < (M)(T),

otrzymamy proces Wienera.
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Rozdzial 7

Stochastyczne roéwnania rézniczkowe

7.1 Proces dyfuzji

Stochastycznym roéwnaniem rézniczkowym bedziemy nazywaé nastepujace rownanie
dX(t) =b(X(t))dt + o(X(t))dW(t), t € s, T, (7.1)

gdzie X (s) =&, £ € Fs. Przez powyzszy zapis nalezy rozumieé, ze

X(t):£+/ b(X(u))du+/ o (X (w))dW (w).

Bedziemy zakladac, ze b, o sa ciagle (czasami wystarcza stabsze zalozenia).

W szczegblnosci interesujagcym przypadkiem jest réwnanie

X(t):er/O b(X(u))du+/0 o (X (w))dW (w).

Przypusémy, ze dla kazdego x € R istnieje rozwigzanie X (¢, z,w), mierzalne wzgledem
(7,w). Zamiast wielu proceséw mozna rozwazaé jeden proces na przestrzeni = R x
z filtracja F; = B(R) ® F; z rodzing prawdopodobienstw P, = 6, ® P. Proces zadajemy

wzorem X (t,0) = X (¢, z,w), gdzie W = (z,w). Zatem
P.{(y,w): X(0,y,w)=2}) =Pw: X(0,w)=2)=1.
Niech ponadto E, f(X(t)) = Ef(X(t, z)).

Twierdzenie 15 Zaldzmy, ze (Q, Fy, X (t), P,) jest jednorodng rodzing Markowa, ktdrej
generatorem pdlgrupy jest operator A. Wowczas dla kazdej f € C2 (funkcje klasy C? o
nosnikach zwartych), f € DA



Dowéd. Stosujemy wzor Ito

/ (X ()X () +

/f (u))dW(u)+§/0 (X (u)o* (X (u))du =
/ P X @)W () + [ 270X

Zauwazmy, ze jesli f € C2, to [7 /(X (u))o(X (u))dW (u) jest martyngatem. Istotnie

t

Esup| [ L(f'(X(w))o(X(u)))*dul < oo.

t<T 0
Mozna tez skorzystac z faktu, ze kazdy ograniczony martyngal lokalny jest martyngatem.
Stad

BICK() = ) + [ BLFX(s))ds

Uzywajac notacji X (x,w) mozemy zapisaé¢ powyzsza rownosé nastepujaco

E, f(X(t) = /() + / B, £(X(s))ds.

Niech B oznacza przestrzen Banach funkcji borelowskich, ograniczonych. Przypomnijmy,
ze polgrupe T; zwiazang z jednorodnym procesem Markowa zadaje sie wzorem T f(x) :=
E.f(X), dla kazdego f € B. Zatem

)~ f0) = | L f()ds

dla f € CF. Stad
|Tef — fIl <tILf]| — 0, gdyt— 0,

gdzie || - || oznacza norme supremum. To oznacza, ze C§ C By (podprzestrzein B zlozona

z funkcji na ktorych potgrupa jest mocno ciagta). Co wiecej
0f(0) — 1)~ L) = 11 [ (1.L7(0) ~ L5a)is| <
<sup |[TLf — Lf|| — 0 gdy t — 0. (7.2)
s<t

Zbiezno$¢ wynika z faktu, ze Lf € Cy C By.
[

Definicja 15 Rodzine Markowa takq, ze C2 C Dy i Af = Lf dla f € C2 nazywa sie

procesem dyfuzji z operatorem tworzgeym L

Zwyczajowo b w rownaniu (7.1) nazywa sie wspolczynnikiem dryfu, o wspolezynnikiem

dyfuzji.
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7.2 Istnienie rozwiazania
Rozpatrujemy roéwnanie (7.1)
t t
X(t) =€+ / b(X (u))du + / o (X () AWV ().
Bedziemy zakladac, ze b i o spetniaja warunek Lipschitza ze statg K
b(z) = b(y)| < K|z —yl, |o(z) —o(y)| < K|z —yl. (7.3)
W szczegblnosci wynika stad, ze
()], [o(z)] < KV1+ 22

Twierdzenie 16 Zaldzmy, ze b, o spetniajq warunek (7.3) (warunek Lipschitza ze statq

K ). Jesli istnieje rozwigzanie réownania (7.1) to jest doktadnie jedno.

Dowod. Przypusémy, ze X, X5 sa rozwiazaniami rownania (7.1). Stad

X, (1) — Xalt) = / (b(3X: () — b(Xa(u)))du + / (0(X1 () — o(Xa(u)))dVV ().

(1) Zalozmy, ze t — EXZ(t), t — EX2(t) sa ograniczone na przedzialach skoniczonych.
Skorzystamy 7 nierownosci (a + b)? < 2a® + 2b*. Mamy

E(X1(t) — X5(t))? < 2E/0 (b(X1(u)) — b(Xa(u)))du +
+2E(/ (0(X1(u) — o(Xa(w)))dW (u))*.
Oznaczmy

A= 28 [ 006) b)), B 1= 2B [ (01X ) = ool )W (1)
Szacujemy z warunku (7.3) i z nierébwnosci Schwarza
A < 2K°E /t X (1) — Xo(u)|du < 2K2(t — s) /tE]Xl(u) ~ X (u)Pdu.
Przypomnijmy teraz, ze o%(z) < K%(1 + z?). Stad

t t
E / (X, (u))du < Kt + K / EX2(u)du.
s 0
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To oznacza, ze proces fo o(X1(u)) —o(Xa(u)))dW (u) jest martyngatem (bo (o(X;(t))—
o(X,(t))) € L£3). Korzystajac dodatkowo z warunku (7.3) otrzymujemy
B—9E / (0(Xy (1)) — o(Xa(u)))2du < 2K / B(X, (1) — Xo(u))2du.

Pokazali$my, ze
E(Xi(t) — X5(1))? <2K*(t — s+ 1) /t E(X1(u) — Xa(u))*du.

Oznaczmy C := 2K?%(t — s + 1). Indukcyjnie pokazujemy, ze

E(X(t) — C"/ / / E(X1(un) — Xo(un))?duy,...du;.
Stad
E(X1(t) — Xa(t))? < cnlt=sl" sup B[X;(u) — Xp(u))?> — 0, gdy n — co.

n! s<ut
To oznacza, ze E|X;(t) — X5(t)]?> = 0, czyli X;(t) = X5(t) p.n. Z ciaglosci wynika, ze
oba procesy sg nieodrdznialne.

Niech teraz X, X5 beda dowolnymi rozwigzaniami. Definiujemy
T £€<n
On =
s &>n
=inf{t > s: | Xqi(t)|+ | X2(t)| Zn} AT Aoy,

Z definicji wynika, ze |X;(t)|1(s-1(t) < n dla i € {1,2}. Korzystajac z nieréwnosci
o?(z) < K*(1 + %) dostajemy

(X () (s (t) < K2(1+ X7 (8) (5 (1) < K*(1+n?).
Zachodzi réwnosé

[0 0000) — (@)W ) = [ GOw) — b)) (0 +
+ [ (0000) = 00001y IV ).

Rozumujac jak w czesci pierwszej dostajemy
E| X, (t A7) — Xo(t ATn)|* = 0.

Czyli X1(t A 7,,) = Xa(t A7) p.n.. Przechodzac z n do nieskonczonosei, dostajemy
Xi(t) = Xs(t) p-n. Z ciaglosci wynika nieodréznialnosé.
|
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Twierdzenie 17 Jesli EE? < oo, b,o spetniaja warunek (7.8), to réwnanie stocha-
styczne (7.1) ma rozwigzanie (doktadnie jedno), przy czym EX%(t) < oo i funkcja

t — EX?(t) jest ograniczona na przedziatach ograniczonych.

Dowod. (1) Definiujemy Xo(t) =&, t > s oraz

Xn(t) :5—1-/ b(an(u))du+/ o (Xpn_1(u))dW (u).

Z definicji X, jest procesem prognozowalnym (bo jest ciagly i adaptowalny). Ponadto
funkcja t — EX?2(t) jest ograniczona na przedziatach ograniczonych (indukcja i wzor

izometryczny dla catek Ito

(2) Szacujemy E(X,,41(t) — X,,(¢))?. Dlan =10

B4 () - Xalt)* = B( [ b©du+ [ o(©dW () <
< IBIR(E)(t — 5 + BoX(E)(t — 5) < 2K3((1 — 5) + (t — ))(1 + E€) =

Przypadek n > 0. Analogicznie jak w dowodzie jednoznacznosci (Twierdzenie 16) szacu-

jemy
mxww>;m@f<zm/kwx<>—mx 1 (u)))du)? +

2B / o (X (1)) — (X1 (u))du)? < C / X, 1(u))2du <

/ / / — Xo(un))*duy...dus,

gdzie C' = 2K?(1 +t — s). Korzystajac z obliczen dla n = 0 dostajemy

(X0 () — X, (1) < cyen ="

n!
dla kazdego s < u < t. Zatem X,,(t) jest zbiezny w Lo(Q2) jednostajne na odcinku [s, t].

Istotnie niech m > n

sup /E| X, (u Z C’lC'k

<u<
sukt k—n

gdy m,n — oc.
Pokazemy, ze X,,(t) zbiega z P = 1 jednostajnie na przedzialach ograniczonych. Korzy-

stajac z faktu, ze dla dowolnych zmiennych losowych & i n

Pl + | > ) > P(¢| > 3) + P(n| > 3)
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dostajemy

1
P( sup |Xn+1<t) - Xn(t)| > Q_n) <
s<t<v
t
1
SP(sup [ [ (0(Xn(uw) = b(Xn—1(u)))du| > -—) +
s<t<w s on+
t
1
$P(sup | [ (X)) — 0 (Xma () )W (w)] > o)
s<t<v s 2t
Definiujemy
t 1
A:=P(sup | [ (0(Xn(u)) = b(Xp-1(u)))du| > 5—),
s<t<w s on+
t
1
B:=P(sup | [ (0(Xn(w) — o(Xno1(w)dW (u)] > 5—)-
s<t<w s 2
Stosujemy nierownos¢ Czebyszewa
1
Ib = (X1 (w))ldu > 527) <
< e / B, (1) = (X1 () du)? <
< 4" (v s)KQ/ E(X,(u) — X,_1(u))?du <
n—1 _ \nt+1
4n+1 K / Cm 1 ) ) Y du = Olcn4n+1 (U S') ’
n!

gdzie C' jest stala zalezaca od v.

B < 22(”+”E(/U(0(Xn(U)) = (X1 (w)))dW (u))* <

S

<4mH / E(0(Xa(w) — oK1 (1)) 2du < 47K / B(X (1) — X 1(u) P <

< 4n+1K2C Cnfl (U — S)n
X 1 n' .
Wynika stad, ze

ZP (sup | X,1(t) — X, (t)| > i) < 0.

s<t<w 2n

Z lematu Borela-Canteli wynika, ze z P = 1 istnieje ny (losowe) takie, ze dla n > ny

1
sup |Xn+1(t) - Xn(t)l < 2_n

s<t<w
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Wynika stad, ze dla m > n > ng

sup X, () — X (0] < 3 o

n
sty en, 2

Pokazalismy, ze X, (t) zbiega z P = 1 jednostajnie na przedziatach ograniczonych.

(4) Definiujemy X (¢) = lim, o X,,(t) tam gdzie ta zbieznos¢ zachodzi oraz X (t,w) =
¢(w) dla pozostalych w € Q. Wynika stad, ze X (t) jest procesem cigglym i adaptowalnym,
czyli prognozowalnym. Pozostaje wykaza¢, ze t — EX?(t) jest funkcja ograniczona na
przedziatach ograniczonych. Korzystamy z dwoch faktow. Po pierwsze t — EX?2(t) jest
funkcjg ograniczong na przedziatach ograniczonych, po drugie X,, — X w L? jednostajnie

na przedziatach ograniczonych. Istotnie
t
E(X(t) — Xa(t))* < 2E(/ (b(X (w)) — b(Xn(u)))du)* +

+2E(/ (0(X (u))) — (X (u))dW (u))*.

Analogicznie jak w punkcie (2) dowodzimy, ze

(t—s)F
k!

sup VE(X (u) — X, (u))? < Z C,C*

s<ut —n

— 0,

gdy n — oo. To koriczy dowod twierdzenia.

7.3 Proces Markowa

Stwierdzenie 7 Zaldzmy, Ze b, o spetniajq warunek Lipschitza (7.3). Wowezas istnieje
proces X : Ry xR xQ — R taki, Ze dla kazdegot > 0, X jako funkcja na [0, x R xQ jest
mierzalny wzgledem B[0,t] @ B(R) @ F}V. Ponadto X (-,x,-) jest rozwigzaniem réwnania
(7.1) w warunkiem poczgthowym X (0) = x.

Twierdzenie 18 Przy zalozeniach jok wyzej, dla kazdego x, X (-, z,-) jest procesem Mar-

kowa, jednorodnym w czasie o tej samej funkcji przejscia (rodzina Markowa).

Dowod. Proces X (-, x,) spetnia rownanie

X(t,w):x—f—/o b(X(u,x))du+/0 o(X(u,x))dW (u).
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Zatem
X(t,z) :X(s,x)—i—/ b(X(u,x))du—i—/ (X (u,z))dW (u).

Stad wynika, ze proces Markowa X ma jednorodna funkcje przejscia (sprawdzié!). Co
wiecej P(t,y,I') =P(X(t,z) € I).
[

Whiosek 6 Niech o,b spetniajg warunek Lipschitza (7.3). Jedynym rozwigzaniem réw-

nania (7.1) jest proces dyfuzji w R z operatorem tworzgcym

0 1, 0
L=bgt3% o

Na przyktad jedynym rozwigzaniem réwnania

dX (t) = \X ()dW (1), X(0)=x

AW (1) - 22

jest proces X (t) = we . Operatorem towarzyszacym L jest w tym przypadku

Lf=3Nz2f"(x).

7.4 Przypadek wielowymiarowy

Niech W = (W, ..., W4) bedzie procesem Wienera w R, b(x) € R™, o(x) = [0(x)]nxa-

Przypomnijmy, ze proces stochastyczny X (t), t € T spelnia rownanie (7.1), jesli

X(t):§+/0 b(X(s))ds+/0 o(X(s)))dW (s),

gdzie £ € R™. Analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym dowodzi sie nastepujace

twierdzenie.

Twierdzenie 19 Zatdzmy, ze b, o, spetniajq warunek Lipschitza, ¢ € L*(Q). Wowczas

rownanie (7.1) ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Stosujgc wzor Ito dla f : R™ — R klasy C? dostajemy

rece = o+ Y [ A ax, Z g b)),

gdzie

MZ,M Uzk

M .
c\“
S.
=
S
«
=
\_CIJ
—_
N
<
N
3



Rownowaznie
[(Mz‘>Mj>]1<i,jgm=/o o(X(s))o"(X(s))ds.

Oznaczmy a = oo*. Dostajemy réwnosé

X)) = F(E) + M) + / / BTN, 5 (s))as +

1 tm anX
+§/0 ; Ws))%@@))ds,

gdzie
/ AL (x(spawics)

jest martyngalem lokalnym. Deﬁniujemy operator rozniczkowy wzorem

af -
L _Zb + Z ”8%8%

(operator eliptyczny drugiego rzedu). UdowodniliSmy réwnosé

FX0) = 1€ + M)+ [ LFOX(s))ds.

Niech f € C2(R™). Wowezas M jest martyngalem, a ponadto jesli przez A oznaczamy
generator potgrupy dla rodziny Markowa X (t,z,w), to f € Dy oraz Af = Lf. Co

oznacza, ze rozwigzania rownania (7.1) tworza proces dyfuzji w R™.

Analogicznie mozna rozwazy¢ przypadek kiedy wspotezynniki b, o zaleza od czasu.

Twierdzenie 20 Niech b(-,-),0(-,-) mierzalne i b(t,-),o(t,-), spetniaje warunek Lip-

schitza ze statq niezalezng do t, to rownanie
dX(t) = b(t, X (t))dt + o(t, X (t))dW (t), Xo =& € L*(N)

ma doktadnie jedno rozwigzanie (proces Markowa, niekoniecznie jednorodny w czasie).
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Rozdzial 8

Twierdzenie (Girsanowa

8.1 Zamiana miary
Lemat 9 Niech M € Mlzt;z, M(0) = 0. Definiujemy

2(t) = exp(M(1) - 5 (M) (1))

Proces Z(t),t € [0, T] T < oo jest martyngatem lokalnym. Proces Z(t) jest martyngatem
wtedy 1 tylko wtedy, gdy EZ(T) = 1.

Dowéd. Korzystajac ze wzoru Ito dostajemy, ze Z(t) jest martyngatem lokalnym. Jest
jasne, ze jesli Z jest martyngatem, to EZ(T) = 1 (bo Z(0) = 1). Pozostaje zatem
udowodni¢ fakt przeciwny.

Poniewaz Z jest martyngatem lokalnym oraz Z > 0, wiec Z jest nadmartyngalem (udo-
wodnilismy taki fakt na ¢wiczeniach). Z zatozenia EZ(T) = 1. Stad

1=EZ(0)>EZ(t) >EZ(T)=1, 0<t<T.

Otrzymujemy EZ(t) = 1. Korzystajac z faktu, ze Z jest nadmartyngatem, dostajemy
Z(t) — E(Z(T)|F) = 0. Z drugiej strony

E(Z(t) — E(Z(T)|F)) = EZ(t) —EZ(T) = 0.

To oznacza, ze Z(t) = E(Z(T')|F;) p.n., co konczy dowdd.

Zauwazmy, ze w szczegdlnoSci biorac Y € A2 otrzymujemy, ze

Z(t) = exp(/o Y (s)dW(s) — %/ Y?(s)ds). (8.1)

0

jest martyngatem lokalnym.
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Twierdzenie 21 (Girsanowa) Niech Y, Z spetniajg rownanie (8.1). Jesli EZ(T) = 1,
to proces V(t) = W(t) — f(f Y(s)ds, t € [0,T], jest procesem Wienera w przestrzeni
probabilistycznej (U, F,Q), gdzie

Q(A) = B(1L.Z(T)), A€ F
Dowod. Zauwazmy, ze Q jest miara probabilistyczna (bo EZ(T) = 1). Ponadto proces
V jest ciaglym, adaptowalnym procesem takim, ze V' (0) = 0. Wystarczy pokazaé, ze
1
U(t) = exp(A\V (t) — 5A%), ) ER,

jest martyngatem lokalnym (wzgledem miary Q). Zauwazmy, ze wystarczy udowodni¢,
ze U(t)Z(t) jest martyngatem lokalnym wzgledem miary P. Istotnie, niech 7, bedzie
ciagiem lokalizujacym 7,, /T dla U(t)Z(t). Skoro U(t)Z(t) jest martyngatem lokalnym,
to dla dowolnego ograniczonego momentu zatrzymania 7 zachodzi réwnosé

1=EU(t, AT)Z(1, AN T)).
7 Lematu 9 wiemy, ze

Z(ta ANT) = E(Z(T)|Frpr,)-

Zatem

1 =EU(r, AT)E(Z(T)|Frrr,)) = EU (1, AT)Z(T)). (8.2)
Stad 1 = Eq, U(7, A7), czyli U jest martyngatem lokalnym wzgledem miary Q.
Pokazemy, ze UZ jest martyngatem lokalnym. 7 definicji

U Z(t) :eXp()\V(t)—%)\Qt) exp! /0 Y(s)dW(s)—% /O Y2(s)ds) =

= exp(AW(t) + /Ot Ydw — %/Ot(QAY(s) + A2+ Y2(s))ds) =

1

= exp(/0 (A+Y(s))dW(s) — 5/0 (A +Y(s))%ds).

Powyzszy proces jest rzecz jasna, martyngatem lokalnym (patrz rownanie (8.1)).

8.2 Wnioskl z twierdzenia Girsanowa

Twierdzenie 22 Niech Y = (Y1,...,Yy), Y; € A2, W proces Wienera w R?. Definiujemy
t 1 t
2(t) = exp(/ Ydw — 5/ 1V (s)2ds),
0 0
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gdzie fo YdW = ZJ lfo (s)dW;(s). Jesli EZ(T) = 1, to zachodzi teza twierdzenia

Girsanowa.

Uwaga 14 Przypusémy Z(t) jest martyngatem, to znaczy EZ(t) = 1, (Y, W jak w twier-
dzeniu Girsanowa). Wowczas dla kazdego T > 0 miara Qr jest prawdopodobierstwem

na Fr.

Mozna sie zastanawiaé¢ czy prawdopodobienistwa Qr mozna wybraé tak, aby pokrywaly
sie na F,,. Okazuje sig, ze na ogol jest to niemozliwe. Natomiast jesli F; = FV, to

istotnie takie przedtuzenie da sie skonstruowac.

Stwierdzenie 8 Niech Z(t), t € R, bedzie martyngatem. Wdowczas istnieje doktadnie
jedno prawdopodobieristwo Q na Fa takie, ze dla kazdego T > 0 i A € F)Y zachodzi

Q(4) = Qr(A) = E(142(T)).

Dowod. Niech tq,...,t, € Ry, tq,....t, < T, B € B(R"). Definiujemy

fity....tn(B) = Qr((W(t1), .., W(ts)) € B).

Ta definicja nie zalezy od T > t4,...,t,. Istotnie jesli 171 > 15 > 4, ..., 1,, to Fp, C Frp,.
Poniewaz Z jest martyngatem, wiec dla A = (W(ty),..., W(t,)) € B dostajemy

QT1( ) (1AZT1) - E(lAE(ZT1|fT2)) = E(lAZTz) = QTQ(A)

Zauwazmy, ze [, .4, spelnia warunki zgodnosci Kolmogorowa. Na mocy Twierdzenia

.....

Kolmogorowa istnieje miara probabilistyczna p na (RR+ B(R®+)) taka, ze
plfa : (@(t), . x(tn))} € BY) = puy....,(B).
Niech A € FY¥', wowczas z definicji procesu W istnieje zbior I' € B(R®+) taki, ze
A={w: W(,w)eTl}.

Definiujemy Q(A) = u(T'). Niech C' oznacza podzbior RR+ zlozony z wszystkich funkcji
ciaglych. Poniewaz p,.(C') = 1 (miara zewnetrzna), wiec miara Q jest dobrze zdefiniowana

(nie zalezy od wyboru zbioru I'). Jest jasne, ze spelnia zadane warunki.
|

Whniosek 7 Przyjmijmy zatozenia ze Stwierdzenia 8. Wowczas



jest procesem Wienera wzgledem miary Q (w przestrzeni (Q, FY P) ). Miara Q (zdefi-

niowana w Stwierdzeniu 8) spetnia

Q((V(t1),...,V(tn)) € B) = Qr(V(t1),,....V(T,)) € B), nal0,T]
gdzie {V(t1),...,V(t,)) € B} € F}.
Uwaga 15 Miara Q na ogot nie jest ciggta wzgledem miary P.

Istotnie rozwazmy przyklad. Niech Y(t) = 1, V(t) = W(t) — ¢, wiemy ponadto, ze
Z = W3t jest martyngalem. Zauwazmy, ze skoro V' jest procesem Wienera wzgledem

Q, to Q(limy_ @ = 0) = 1. Z drugiej strony

Q(im Y0 — ) = q(iim YO _y),
t—o00 t t—o00 t
Jest jasne, ze

P(lim WT(t) =1)=0.

t—o0
Mamy zatem zbior A taki, ze P(A) =0, Q(A) =
Pokazemy teraz pozyteczne zastosowanie twierdzenia Girsanowa. Rozwazmy proces Wie-
nera z dryfem, to znaczy dla A € R definiujemy V' (t) = W (t) — At. Wiemy, ze

2(t) = exp(AW (£) — %)\Qt)

jest martyngatem zatem z twierdzenia Girsanowa V jest procesem Wienera wzgledem Q

na F}V. To oznacza, ze
W(t) =V(t)+ At, wzgledem Q.

Rozwazmy moment zatrzymania wzgledem filtracji (F}V);, 7 < co. Korzystajac z twier-

dzenia Dooba, otrzymujemy

o

(7 <t) =E(l,xZ(t)) = E(L<E(Z)|Frn)) =
= E(L,«Z(r A1) = E(1,qeV ) 737),

Udowodnilismy, ze

Whniosek 8 Rownosé Walda
E( 02" =1 & Q(r < 00) = 1.
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Rozpatrzmy 7 = 7, = inf{t : W(t) =a} = inf{t: V(t) + M = a}, gdzie a € R. Wiemy,

ze T, ma gestos¢ zadang wzorem

9a(r) = N

Zatem

a2 "olal aemiaeee?
:/ e 2N g (r)dr = e T2 T T dy =
0

0 \/27T7“3

|CL| (72/\ar7)\2r27a2)d7, — '

- 0 \/27T7“3 0 \/27T7”3

Korzystajac z gestosci rozktadu momentu zatrzymania 7,, obliczyliSmy rozktad 7, wzgle-

_1
e 2r

dem Q, czyli rozktad momentu dojscia do a dla procesu z dryfem. To pozwoli nam znalez¢

rozktad maxs<; (W (s) + As). Istotnie mamy

P(max(W(s) + As) < a) = Q(max(V(s) + As) < a) = Q(7, > t).

s<t s<t

Mozna pokazaé, ze
_1y2 _
Ee 227 = ¢7lallA,

AW (1)~ 5 A%t jest martyngalem. Stad

Istotnie wystarczy skorzystac¢ z faktu, ze e
Q(Ta < OO) _ e)\aEefé,\Qﬂl _ 6)\@*‘“/“ =1,

wtedy i tylko wtedy, gdy Aa > 0.

Twierdzenie 23 (Novikov) Niech M bedzie ciggtym martyngatem lokalnym, M(0) = 0.
Niech

2(t) = exp(M(t) — 5 (M)(1)), 1€ R,

Jezeli Eexp(3(M)(t)) < oo dla kazdego t € Ry, to Z(t) jest martyngatem.

Whiosek 9 Jesli Y € A2, Jezeli Eexp(3 fOT Y?2(s)ds) < oo, to

t 1 t
E exp! / V()W (s) - 3 / Y2(s)ds) = 1
0 0
jest martyngatem.

Dowod. Bierzemy M(t) = f(f Lio,nY (s)ds w twierdzeniu Novikova.
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8.3 Mocne i stabe rozwiazania
Rozwazmy roéwnanie
dX (1) = b(t, X (£))dt + o (t, X (£))dW (¢), (8.3)

gdzie W jest procesem Wienera w R™, b(t,z) € R%, o(t,x) jest macierzg m x d wymia-

rowa.

Definicja 16 Niech (0, F,P) przestrzeni probabilistyczna, W proces Wienera m wymia-
rowy w tej przestrzeni. Mowimy, ze rownanie (8.83) ma mocne rozwigzanie jesli istnieje
proces X = (X (t))ier, adaptowalny do (F}V) taki, ze (8.3) zachodzi. Proces X nazywamy

MOCNYM TOZWILGZANILEN.

Definicja 17 Mdowimy, ze réwnanie (8.3) ma stabe rozwigzanie, jesli na przestrzeni
(Q, F,P) z filtracjqg F; istnieje m-wymiarowy proces Wienera (adaptowalny do F;) oraz
proces X adaptowalny do F; spetniajgcy (8.3). Pare (X, W) nazywamy stabym rozwig-

zaniem.

Definicja 18 Stabe rozwigzanie (X, W) nazywamy mocnym, jesli X jest adaptowalne

do filtracji 7—"?/ (uzupetnienia filtracji zwigzanej z procesem W ).

Definicja 19 Mdwimy, ze rozwigzanie rownania (8.3) jest jednoznaczne w sensie tra-
jektorii, jesli dla kazdej pary (X, W), (X', W) stabych rozwigzan na tej samej przestrzeni

probabilistycznej X, X' sq nieodrdznialne.

Definicja 20 Mdwimy, ze rozwigzanie rédwnania (8.3) jest jednoznaczne w sensie 10z
ktadow, jesli dla kazdej pary (X, W), (X', W') stabych rozwigzan procesy X, X' majq te

same rozktady skoriczenie wymiarowe.

(1) Na przyktad jesli b, o spelniaja warunek Lipschitza ze wzgledu na x (ze stala nieza-
lezna od t), to dla kazdego (2, F,P) i W procesu Wienera istnieje mocne rozwiazanie,

jednoznaczne w sensie trajektorii.

(2) Przyktad Tanaki. Jak sie okazuje, jesli funkcje a, o sa ograniczone, to réwnanie (8.3)

ma stabe rozwigzanie. Rozwazmy nastepujacy przyktad
dX (t) =sgnX(t)dW(t), X(0)=0, (8.4)

gdzie

1 =0
sgnr =
-1 <0
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Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, W' procesem Wienera. Powinnismy
skonstruowac pare X, W adaptowalng do filtracji zadanej przez W’ spelniajaca rownanie

(8.4). Zauwazmy najpierw, ze

W(t) = /0 san IV’ (s)dW"(s)

jest martyngalem ciagltym, przyjmujacym wartos¢ 0 w 0. Niech

(WY () = /0 (sgnIV(s))2ds = t.

Ponadto W € L2, co oznacza (charakteryzacja Levy’ego), ze W jest procesem Wienera.

Zauwazmy teraz, ze
/sgnW’dW = /sgnW’sgnW’dW’ = /dW' =W
Czyli proces X (t) := W'(t) spelnia rownanie

X(t)—/o sgnX (s)dW (s).

Udowodnili$my, ze para (W', W) jest stabym rozwiazaniem réwnania (8.4) (proces W

jest adaptowalny do W', ale niekoniecznie W’ jest adaptowalny do W).
Jesli (X, W) jest stabym rozwiazaniem (8.4), to X jest ciaglym martyngatem 0 w 0,

takim, ze (X)(t) = t, czyli X jest procesem Wienera. To oznacza, ze stabe rozwiazanie

jest jednoznaczne w sensie rozktadow.
Z drugiej strony jesli (X, W) jest rozwiazaniem (8.4), to —X jest rowniez rozwiazaniem,
a ponadto X i —X nie sg nieodroznialne w sensie trajektorii. Jak sie okaze oznacza to,

ze nie ma mocnego rozwigzania réwnania (8.4).

(3) Przyktad Girsanowa. Niech a > 0, d = m = 1. Rozwazmy réwnanie
dX(t) = |X()|*dW (t), X(0)=0. (8.5)

Czyli X(t) = fot | X (s)|*dW (s). Zauwazmy, ze X = 0 jest mocnym rozwigzaniem réwna-
nia (8.5). Jak sie okazuje, jesli o > %, to zachodzi jednoznaczno$¢ w sensie trajektorii,

natomiast dla 0 < a < % nie ma jednoznaczno$ci w sensie rozktadu.

Rozwazmy proces Wienera Z. Nastepujacy proces jest dobrze okreslony

X(t) = /0 1Z(s)|~dZ(s).
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Co wiecej jesli 0 < 2a < 1

‘ I T T
E/ |Z(s)|_2°‘ds:/ /——e_%d:vds<
0 o Jr V2ms |z]*
<L /tl/ L s < (8.6)
<— [ — | —e yds < oo, X
V2 Jo 5@ Jr |y|*®

gdzie skorzystaliSmy z podstawienia \/ig = y. To oznacza, ze |Z|™* € E?’C, a zatem

M(t) = f(f |Z(s)|~“dZ(s) jest martyngatem. Definiujemy moment zatrzymania
t
7, = inf{r : / |Z(s)| **ds =t}
0
Jest jasne, ze

lim (M) (t) —hm/|Z (5)|2*ds = o0, p.n.

t—o0 t—o0

Istotnie, zgodnie z prawem iterowanego logarytmu |Z(t)| < (1 4+ 0)v2tInlnt dla ¢t >
to(w). To oznacza, ze
|Z(t)]72* = (1+6)**(2tInlnt)™?,

skad natychmiast (M)(o0) = oo p.n. Z twierdzenia 14 wiemy, ze
W)= Mm) = [ 12(5)) "z (s)
0

jest procesem Wienera. Okazuje sie, ze para (Z(r), W (t)) jest slabym rozwiazaniem

rownania (8.5). Istotnie
/ Z(r) W (s / 1Z(7)|*dM (7) =
—4 |H|M@V%ﬂ@=éﬂw@=zm» (8.7

Scigle rzecz biorac skorzystalismy tu z nastepujacej reguly podstawiania (Scisty dowod

na ¢wiczeniach).

Lemat 10 (Reguta podstawiania) Niech Z bedzie procesem Wienera, Y € A*(Z). Za-
tozmy, ze fo Y?2(s)ds — oo p.n., gdy t — oo. Definiujemy

7, = inf{r: / X3(s) = t}.
0
Proces W (t fﬂ Y (s)ds jest procesem Wienera, a ponadto
t
2(7) = / Y1 (r)dW (s).
0

Mozna pokazadé, ze dla a < % mozna skonstruowaé nieskoriczenie wiele réznych stabych

rozwigzaf.
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8.4 Zastosowanie twierdzenia Girsanowa do szukania

stabych rozwigzan
Rozwazmy réwnanie
dX(t) =b(s, X(s))ds +dW(t), X(0) ==z, (8.8)

czyli X(t) = + fot b(s, X (s))ds + W (t), a jeszcze inaczej

X(t)—$:/0tb($7X($)—QE—I-J?)CZS-I-W(t)

Zatem zmieniajac b(s,y) na b(s,y — x) mozemy zaktada¢, ze = 0. Przypusémy, ze Z

jest procesem Wienera. Wowczas

M@U:mmzb@Z@Mﬂ@—%Alﬂ&ﬂQMﬂ

Zalozmy, ze b jest ograniczone. Wowcezas EM (T') = 1 Z twierdzenia Girsanowa wynika,
ze .
W@:Z@—/M&ﬂm@
0

jest procesem Wienera, wzgledem Q(A) = E(14Z7). Rzecz jasna (Z, W) jest stabym

rozwiazaniem rownania (8.8) (na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P)).

Twierdzenie 24 (Yamada- Watanabe) Jesli rownanie (8.1) ma stabe rozwigzanie jedno-

znaczne w sensie trajektorii, to kazde rozwigzanie jest mocne.
Dowdd tego twierdzenia mozna znalezé w ksigzkach Karatzas-Shreve, Ikeda-Watanabe.

Whniosek 10 Jednoznacznosé w sensie trajektorii implikuje jednoznaczno$é w sensie roz-

ktadow.
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Rozdzial 9

Problem martyngalowy

9.1 Slabe rozwiagzania a problem martyngatowy

Przypomnijmy, ze zajmujemy sie nastepujacym réwnaniem stochastycznym
dX(t) =b(t, X (t))dt + o(t, X(t))dW(t), X(0) =z, (9.1)

gdzie b(t,x) € R?, o(t, z) jest macierza m x d wymiarowa, W jest m wymiarows macierza.
Zalozmy, ze m = d = 1, b, 0 s ograniczone. Przypomnijmy, ze operator tworzacy ma
postac
1
Lif =b(t,x)f + §a(t, x)f"(z),
gdzie a = o2 Jesli (X, W) jest slabym rozwigzaniem rownania (8.1), to dla kazdego

[ € C3(R) (funkcje dwukrotnie rozniczkowalne w sposob ciagly o zwartych nosnikach).

f(x / FHX@)b(s, X (s))ds + / F1(X(5)o (s, X (3))dW(s) +

+%/0 a(s, X (s))f"(X(s))ds.

Czyli f(X(t)) — fo L,f(X(s))ds jest martyngalem.

Definicja 21 Przestrzen kanoniczng funkeji ciggtych x : Ry — R oznaczamy przez C.
Okreslamy o-ciato B = B(C) = o(x(t) : t € Ry) oraz By = o(x(s),; s < t). Proces

kanoniczny na przestrzeni (C,B) jest zadany wzorem Z(t,w) = w(t).

Definicja 22 Mdwimy, zZe problem martyngatowy (x,a,b) ma rozwigzanie, jesli istnieje
miara probabilistyczna na przestrzeni kanonicznej (C,B) taka, ze P(Z(0) = x) =1 i dla

kazdego f € CZ(R) proces
t
—/ Lsf(Z(s))ds
0



jest martyngatem.

Uwaga 16 Miara probabilistyczna P na przestrzeni kanonicznej taka, ze P(Z(0) = z) =
1 jest rozwigzaniem problemu martyngatowego (x,a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego f € C*(R)

M = £(Z) — f(z) - / C.f(Z(s))ds

0
jest martyngatem lokalnym.

Dowéd. = Jedli f € CZ(R), to M7 jest ograniczonym martyngatem lokalnym, a co za
tym idzie martyngatem.

< Niech f € C?(R). Definiujemy moment zatrzymania
T, = inf{t : |Z(t)| = n}

Niech teraz g, € CZ(R) bedzie takie, ze g,(z) = f(x) dla |z| < n. Proces M9 jest
martyngatem. Zatem (M9")™ jest martyngatem. Jest jasne, ze (M9")™ = (M7)™ p.n.
Poniewaz 7, jest ciagiem lokalizujacym, oznacza to, ze M7 jest martyngatem lokalnym.

[

Stwierdzenie 9 Jesli P jest rozwigzaniem problemu martyngatowego (z,a,b), to

N = Z—x—/b(s,Z(s))ds

jest martyngatem takim, Ze

(N)(#) = /O a(s, Z(s))ds.

Odwrotny fakt jest rowniez prawdziwy (na ¢wiczenia). Glownym celem tego paragrafu
bedzie dowod nastepujacego faktu.

Twierdzenie 25 Rdwnanie (9.1) m = d = 1 ma stabe rozwigzanie wtedy i tylko wtedy,
gdy problem martyngatowy (v, a,b) ma rozwigzanie. Scislej proces kanoniczny na (C, B)
(z filtracjg B;) spetnia (8.4) dla miary P takiej, ze P(X(0) = z) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy P jest rozwigzaniem problemu problemu martyngatowego (x,a,b). Ponadto
rozwigzanie (8.4) jest jednoznaczne w sensie rozktadow, wtedy i tylko wtedy, gdy (x,a,b)

ma doktadnie jedno rozwigzanie.
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Dowo6d. = Niech (2, F,P) bedzie przestrzenia probabilistyczna z filtracja F;, para
(X, W) stabym rozwiazaniem (9.1). Wiemy, ze dla kazdego f € C3(R,)

() — fa) - / £.F(X(s))ds

jest martyngatem wzgledem F;. Pozostaje przenie$¢ te konstrukeje na proces kanoniczny

Z. Definiujemy rozktad Py na C' jako rozktad procesu X. Proces

MT = £(Z) — f(z) - / C.f(Z(s))ds

jest martyngatem na (C, B, Px) z filtracja B;. Ogolnie wynika to z nastepujacego faktu
(na ¢wiczenia). Niech X bedzie procesem ciaglym adaptowalnym do F;, niech F': Ry x
C' — R bedzie mierzalne w tym sensie, ze F'(t, -) jest Bi-mierzalne. Zalozmy, ze F'(t, X (1))
jest martyngalem wzgledem filtracji F;. Wowczas F(t, Z(t)) jest martyngatem (przy
zadanym rozkladzie Py na C) wzgledem filtracji B;.

<« Zalozmy, ze problem martyngatowy (x, a, b) ma rozwiazanie. Przypu$émy dodatkowo,
ze o(t,y) # 0. Wiemy (Stwierdzenie 9), ze

N:Z—x—/b(s,Z(s))ds

jest martyngatem takim, ze (N) = fg a(s, Z(s))ds. Rozwazmy martyngal lokalny

W (t) ::/O o (s, Z(s))dN(s).

Mamy réwnos¢ . .
@mwzﬁiwm@zllmmw

o2 a

To oznacza, ze W jest procesem Wienera. Mamy rownosé
[ ots. 20w () = [ as, 2051 5. 2(5)iN () =
t
_N@_Z@—x—/b@Z@M&
0

Oznacza to, ze para (Z, W) jest stabym rozwiazaniem (9.1). Aby pozby¢ sie zalozenia

o(t,y) # 0 potrzebujemy konstrukeji, ktora nazywa sie adjointem procesu.

Lemat 11 Niech (Q, F,P) bedzie przestrzeniq z filtracjg F;. Niech M € M?*<¢, M(0) = 0
oraz



gdzie A jest ograniczone, prognozowalne A > 0. Niech B bedzie prognozowalne takie, Ze
A = B2 Rozwazmy teraz drugq przestrzen probabilistyczng (U, F',P’') z filtracjg F|, na
ktorej okreslony jest proces Wienera W'. Definiujemy

O=0xQ, P=PoP, Fi=FcF.
Ktadziemy

M(w,w") = M(w), B(w,w')=Bw), W(s,w,w')=W'{s,w).

Wowczas istnieje na (Q,]:—, 15) proces Wienera W wzgledem filtracji F, taki, ze

M = / Bdw.
Dowéd. Definiujemy
L A(s) >0
D(s) = Als)
0 A(s) =0

Niech teraz . .
V(e = [ D)) + [ Lo di¥ (o)
Jesli oznaczymy ' ’
M0 = [ D), %0 = [ 1a-gdi)
to z definicji
(V) = (Ny + No, Ny + No) = (N}) + 2(Ny, Na) + (Na).
Poniewaz Ny = XdM;, Ny = [YdM, (gdzie X(s) = D(s), Y(s) = lgacs)=o}, Mi(s) =

~

M(s), My(s)) wiec
<N1,N2> = /XYd(Ml,M2>,
co oznacza, ze (N1, Np) =0, gdyz XY = 0. Zatem
t 1 t
V)= () + () = | i A + | tacomads =t
0 0

To oznacza, ze V jest procesem Wienera. Zauwazmy, ze W = [sgnB(s)dV (s) jest takze
procesem Wienera. Pokazemy, ze ten proces spelnia warunek zadany w Lemacie. Scislej

zachodzi réwnosé

/ BdW = / BsgnBdV = / VAV =
1 . )

= / \/ZzlA>0dM+ / VALy_odW =

:/1A>OdM:M_/1A=OdM
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Zauwazmy teraz, ze
t R t
B[ Laomod¥(s)P = B [ Luggmod(d)(s) =
0 0
t
= E/ 1A(S)ZOA(S)dS =0.
0

Zatem fg 1A(s):0dM(s) jest nieodréznialny od zera. Stad M = [ BdW . To koticzy dowod
lematu.

Wracamy do dowodu Twierdzenia 25. Przypomnijmy, ze
NeZ-z- /b(s, Z(5))ds

jest martyngatem takim, ze ( fo a(s,Z(s))ds. Korzystamy z Lematu 11 kladac
M = N oraz A(s) = a(s, Z( )) o(s,Z(s)) = B(s,Z(s)). Dostajemy, ze przestrzen

(C, B, P) z filtracja B, rozszerza sie do (C‘ f’) z filtracja By, a ponadto

gdzie Z(w,w') = Z(w) ma postaé
N = /U(S,Z(s))dW(s)

dla pewnego procesu Wienera na przestrzeni rozszerzonej (C’, B, 15) z filtracja By. Z defi-
nicji oznacza to, ze Z jest rozwiazaniem réownania (9.1). Oczywiscie rozktad Z na C jest
rowny P, gdyz P=PgP.

[
Powyzsze twierdzenia przenosza sie na przypadek ogolny (dowolne d,m). Oczywiscie

dowody maja znacznie bardziej skomplikowany zapis.
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Rozdziat 10

Istnienie stlabych rozwiazan

10.1 Twierdzenie Stroocka-Varadhana

Przypomnijmy klasyczne twierdzenia Prohorowa.

Twierdzenie 26 Niech E bedzie przestrzeniq polskq (zupetna, metryczna i osrodkowa).
Niech P; bedzie rodzing mira probabilistycznych na B(E). takq, Ze dla kazdego ¢ > 0

istnieje zbior zwarty K C E taki, ze
P,(K)>1-g¢,

wowczas z kazdego ciggu i, € I mozna wybrac podcigg iy, taki, ze P; — sq zbiezne.

iy,
Lemat 12 Niech M € M?¢ bedzie takie, ze
[(M)(t) = (M)(s)| < KTt — ],

wéwczas dla kazdego 6 > 0, dla kazdego u > 0, dla kazdego u < t < u + § zachodzi
nierownosé
P( sup |M(t) — M(u)| > a) < 2¢ %5,
u<t<u+9
Dowod. Wiemy, ze dla kazdego A € R exp(AM(t) — 3A*(M)(t)) jest martyngatem.
Ustalmy v > 0, dla t > u, A > 0 definiujemy

P(t) := exp(A(M () = M () = S((M)(¢) = (M)(u)).
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Proces ®*(t) dla t > u jest nadmartyngalem. Zatem

P( sup (M(1) = M(u)) > 0) = P(ieuuss (M(0) = M(w) > ) =

— P(Elteuu+5]eA(M(t)_M(“))_%(<M>(t)_<M>(“)) > e/\a—%«M)(t)—(M)(U))) <

2
P( uu+§]q))\(t) > ekaf%K(tfu)) g

2 2
P( sup (I)A( ) > 6)‘@_/\7[{5) < €_>\a+/\7K6ECI)>‘(u>,
teu,u+d]
gdzie w ostatniej lini E®*(u) = 1. Pozostaje zatem zminimalizowa¢ po A wyrazenie
2
e A+ 5K atwo sprawdzié, ze A\, = 2. Stad
P( sup (M(t) — M(u)) > a) < e KéT2K5 = ¢ 2K,
u<t<u+9

Jesli zauwazymy, ze (M) = (—M), zastosujemy powyzsze rozumowanie do —M i dodamy
uzyskane nieréwnosci stronami, to

o2

P( sup (M(t)— M(u)) > a) < 2e 2K3.

u<t<u+4d
|
Lemat 13 Istnieje cigg (vn), vy — 1, Ze jesli M jest jak w Lemacie 11.
P(Vim>nVpenVocusm  SUpP |M(t) — M(s)| < ap) = vw,
us,t<u+2-P
gdzie o, = \/2(In2)mpK2-r
Dowo6d. Zauwazmy, ze zachodza nieréwnosci
P(dm>nIpenTocusm  sup  [M(t) — M(s)] > o) <
u<s,t<u+2-P
<Y P(locucm  sup  |M(s) — M(t)] > ay). (10.1)
m=N p=1 u<s,t<u+2-P

Podobnie

P(Hogugm sup ’M<S) - M@)’ > Oép) <

us,t<u+2-P

m2P
Z Z Jjo-r<a<rryz—»|M(s) — M(j277)| > o) +
J=0 ze{s,t}
+P(3j-1)2-r<agjo—r |M(s) = M((j = 1)277)| > o)) <
m2P

<8 e i =8(m2¥ + 1)27"™ < 8(m + 1)2°"™.
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Wstawiajac to oszacowanie do (10.1) otrzymujemy

P(3m>nIpenTocusm  sup  [M(t) — M(s)] > o) <

us,t<u+2-P

<16 > (m+ 127" =1 -y, (10.2)
m=N

gdzie w ostatniej lini definiujemy ciag (vy) taki, ze vy — 1.

Twierdzenie 27 Niech S bedzie zbiorem miar probabilistycznych na przestrzeni kano-

nicznej (C(Ry), B). Zaldzmy, Ze
1. istnieje B C R zwarty taki, ze dla kazdej miary P € S mamy P(Z(0) € B) = 1;

2. dla kazdego P € § istnieje V' ciggly adaptowalny proces V- o wahaniu ograniczonym
taki, z2e V(0) =0 oraz M := Z — 'V jest P martyngatem;

3. [(M)(t) — (M) (s)| < K|t —s|, |V(t) = V(s)| < K|t — s|, gdzie K nie zalesy od
Pecs,

wowczas S jest relatywnie zwarty.

Dowo6d. Zauwazmy, ze C (R ) jest przestrzenia polska (metryczng, osrodkowa i zupeina).
Wystarczy pokazaé, ze S jest ciasny. Definiujemy

I'n = A{VimsnYpenVocugm  SUP [M(t) — M(s)| < ap}-

uLs,t<u+2P

Z Lematu 13 wynika, ze P(I'y) > vy. Zatem istnieje N takie, ze P(I'y) > 1 — ¢ dla
kazdego P € S. Zauwazmy teraz, ze

1Z(t) = Z(s)| < [M(t) = M(s)| + [V () = V(s)].
Stad i z zatozenia 3

sup  |Z(t) — Z(s)| < sup | M(t) — M(s)| +

uLs, t<u+2-° uLs, t<u+27P
+ sup V() =V(s)|< sup |M(t)— M(s)|+ K27".
us,t<u+2-P us,t<u+2-P

Niech teraz

Dy = FmsaVoeVocuam  SUp  |Z(8) = Z(s)] < K27 + ay}.
u<s,t<u+2-P
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Oczywiscie I'y C I'y. Zauwazmy teraz, ze
P{ZyeB}nTy)>1—e.

Zbior {Zy € B} NT'y jest domkniety w C'(R,). Funkcje, ktore nalezg do tego zbioru sa
wspolnie ograniczone i jednakowo ciggle na kazdym przedziale zwartym [0, n]. Przypo-
mnijmy, ze jednakowa ciagtosé funkcji ze zbioru F' (postaci f : T — S, gdzie (T, d) (S, p)

sa przestrzeniami metrycznymi) oznacza, ze

V.3V rerd(s, 1) < 6 = p(f(s), f(£)) < e.

W naszym przypadku oznacza to po prostu, ze supj,_, s |f(z) — f(y)| < e. Na mocy
twierdzenia Ascoli-Arzeli oraz definicji topologii w C(R) oznacza to, ze zbior {Z, €
B} NTy jest zwarty. Korzystajac z Twierdzenia 26 dostajemy teze Twierdzenia.

[

Twierdzenie 28 (Stroocka-Varadhana) Zatozmy, ze b, o sq ograniczone mierzalne, b, a-

ciggle (a = 0?). Réwnanie (9.1) ma stabe rozwigzanie.

Dowo6d. Pokazemy, ze rozwigzanie problemu martyngatowego ma rozwigzanie. Zatozmy,
ze |b| < K, |a] < K. Istnieja ciagi funkcji b, o, spelniajace warunek Lipschitza i takie,
ze b, — b, 02 — a w sensie zbieznosci jednostajnej na zbiorach ograniczonych. Wiemy,
ze rOwnanie

dX = bn(s, X (s))ds + 0,(s, X (5))dW(s), Xo==x

ma dla kazdego n € N dokladnie jedno mocne rozwiazanie (jednoznaczne w sensie trajek-
torii). Zatem problem martyngatowy (z, a,, b,) ma réwniez doktadnie jedno rozwiazanie,
ktore oznaczmy P,,. Pokazemy, ze zbior {P,, : n € N} jest relatywnie zwarty. Jest jasne,
ze dla kazdego n € N P, (Z(0) = z) = 1. Zatem jako zbior zwarty B w Twierdzeniu 27

wezmiemy B = {z} Definiujemy

Ze Stwierdzenia 9 wiemy, ze
M, =7 — /bn(s,Z(s))ds =7Z-V

jest P, martyngalem, ktorego nawias skosny jest rowny [ a,(s, Z(s))ds. Na mocy ogra-

niczonosci b, a (a wiec rowniez b, a,,) dostajemy, ze takze zatozenie 3 w Twierdzeniu 27
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jest spetnione. To oznacza, ze z ciggu miar P, mozemy wybra¢ podciag zbiezny do pew-
nego P. Pokazmy, ze P jest rozwigzaniem problemu martyngatowego (x,a,b). Ustalmy
dowolne f € CZ(R). Chcemy pokazaé, ze

1(2) - / Lo f(Z(u))du

jest P martyngatem, gdzie

Lof(y) =blu,y)f'(y) = %a(u,y)f”(y)

Niech s < t. Wystarczy pokazaé, ze dla kazdego I' € B, (B, filtracja na B(R,))

E(1r(f(Z(1)) - / £, (Z(u))du) = B(1p(F(Z(s) - / Luf(Z(w)du),
co jest rbwnowazne
E(Leamma(f(Z(£) — F(Z(5)))) = B(1r / L. f(Z(u))du).

Jeszcze prodciej, wystarczy udowodnié, ze dla dowolnej funkcji ciaglej By mierzalnej

ograniczonej ¢ : C(R,) — R mamy
E(o(Z)(f(Z(t) — f(Z(s)))) = E(p(Z) /: Lof(Z(u))du).
Wiemy, 7e dla kazdego n € N f(Z) — [ £ f(Z(u))du jest P, martyngalem. Zatem
E"((2)(f(Z(t)) — f(Z(5)))) = E"(¢(2) /: L f(Z(u))du).

Poniewaz P, — P, wiec dla kazdej funkcji F': C(R,) — R ciagtej ograniczonej zachodzi
E"(F(Z)) — E(F(Z)). Funkcja Fi(g) = ¢(g)(g(t) — g(s)) jest taka funkcja, zatem

B (o(2)(f(2(0)) — f(2(5)))) — Be(Z)(/(Z0) - F(ZE).
7 drugiej strony
B e(7) [ L (2)i) - Ee(2) [ LasZ)an) <
<8 e(2) [ Luf(2) 00 ~Bo(2) [ Luf(Z)dn)]+
() [ £0(Z0) ~ Luf(Z )i,

s
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Funkcja Fy(g) = ©(g) fst L,f(g(u))du jest ciagta i ograniczona. Zatem

E”(SO(Z)/ Lo f(Z(u))du) ﬁE(w(Z)/lﬁuf(Z(U))dU).

S S

Pozostaje zauwazyc¢, ze

E(o(2) / L1 F(Z(0) — Lof(Z(w))du)] <
< sgph@(z)!(t —s)sup sup [L"f(y) — Lf(y)l.

u€[s,t] yEsupp f

Poniewaz suppf jest zwarty, a b, — b, a, — a na jednostajnie zbiorach zwartych, wiec

sup [L"f(y) — Lf(y)] — 0.

yesupp f

To konczy dowod twierdzenia.
|
Powyzsze twierdzenie daje istnienie mocnych rozwiagzan przy znacznie stabszych zatoze-

niach na wspotczynnik dyfuzji.

Twierdzenie 29 (Yamada-Watanabe) Niech b, o bedg ograniczone. Jesli istniejg stata
L >0, 1 funkcja 0 : Ry — R, takie, ze

1. 9 jest niemalejgca oraz fol %@dx = 005
3. |o(t,z) —o(t,y)| < d(lz —y|) na (0,77,

to réwnanie (9.1) ma mocne rozwigzanie, jednoznaczne w sensie trajektorii.
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