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Seria 9. Martyngaly

. Zalozmy, ze (Fy,) jest filtracja, a (X,,) ciagiem zmiennych adaptowalnych do niej. Niech B € B(R).

e Pokaz, ze T(1) = 7 = inf{n: X,, € B} jest m.z.
e Podobnie 75(k) =infn >75(k—1): X,, € B

. Dany jest ciag (Xx)}2, niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie P(X,, = £1) = 1. Niech

r=inf{n>1: X, > X,_1}, o=sup{n>1: X, > X, 1}.

(notacja inf ) = sup ) = o). Czy 7,0 sa m.z.7

. Zmienne 7,0 sa m.z. w.g. filtracji (F,,)nen. Czy zmienne 72,7 + 1,7+ 0,7 — 1,7 A (20) sa m.z.?

. Dany jest ciag (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie P(X,, = +1) = %

Niech Sy =0, S, = X; + ... + X, dlan > 1, F,- naturalna filtracja.
e Udowodni¢, ze X,,, X2 — n sa martyngaltami.
o Wyznaczy¢ taka wartosé a, by ciag (a™ cos X,,) byl martyngatem.
e Udowodnié, ze A > 0 ciag (exp(AX,, — A?n/2) jest nadmartyngatem.

. Niech (X,,)22 , bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie o $redniej

0. Niech Zy =0,
Zn=Xo X1+ X1 Xo+ ...+ X, 1 X,

dla n > 1. Udowodni¢, ze ciag (Z,) jest martyngatem.

. Pokaz, ze jesli P(X; = 1) = p, P(X; = —1) = ¢q, F,, = 0(X3,...,X,,) (filtracja naturalna), to

Zn = (%)X_H'“JFX” jest martyngatem.

. Zagadnienie ruiny gracza. Niech (X;) beda o tym samy rozkladzie P(X; = 1) = p, P(X; = —1) = ¢

Niech S, = X3 + ...+ X,, oraz 7 = inf{n > 0 : S, € {—a,b}}. Oblicz py = P(S; = —a),
P2 = P(ST = b)

. W symetrycznym zagadnieniu ruiny p = ¢ = % znajdz Ert.

. Pokaz, ze czas oczekiwania na wygranie a > 0 zlotych w grze symetrycznej jest nieskonczony.

Pokaz, ze (X, Fn) jest martyngatem wtedy i tylko wtedy gdy dla dowolnego momentu stopu
ograniczonego T mamy
EX, = EX,.

Dany jest martyngal (X, )nen adaptowalny do filtracji (F,)nen. Pokaz, ze (X:an, Fn) tez jest
martyngatem.



