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Seria 10. Martyngaly

. Niech 7 bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie U4([0, 1]). Niech 7 = inf{n >

1: X1 +...+ X, > 1}. Wyznaczy¢ E7.

Rzucamy kostka tak dtugo az wyrzucimy wszystkie oczka. Znalezé srednig wartosé uzyskanej sumy
oczek.

Niech (Up,)nen bedzie ciagiem Bernoulliego. Niech F,, = o(Uy, ..., U,) oraz
Z, = exp(a(Uy + ... + Uy,) — na?/2).
Pokaz, ze Z, jest nadmartyngatem. Zbadaj zbieznos¢ p.n. i w L.

Udowodnij, ze dla zmiennych Bernoulliego (U, )nen zachodzi

lmsup 1D F Ul
n—oo \/2n10gn = o

Tozsamos¢ Walda E(X; + ... + X,;) = EX E7, jesli Xy, ...., X,, sa niezalezne o tej samej $redniej.

Niech (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie, przy czym X,, > 0 p.n. oraz
EX, = 1. Dodatkowo, zalézmy, ze X,, nie sa skoncentrowane w 1. Udowodnié¢, ze X; X5...X,, — 0

p.n.

(Model Polya) Urna zawiera b kul biatych i ¢ czarnych. Losujemy kule i zwracajac dokladamy
m kul tego samego koloru. Niech b,,c, oznaczaja liczbe bialych kul i liczbe czarnych. Niech
X, oznacza fakcje kul czarnych bncfcn, natomiast Y, = 1 jesli w n-tym losowaniu wyciagnieto
czarna kule, 0 jesli biata (dodatkowo Yy = 1). Pokaz, ze (X,,) jest martyngatem wzgledem filtracji
Fn = o(Yo,....,Y,). Wykaz, ze X,, jest zbiezny do zmiennej granicznej X oraz udowodnij, ze

EX = b-(‘,:-c'

(Zadanie o Studencie) Student zna odpowiedz na m sposrod n pytan, m < n. Jaka optymalna (ze
wzgledu na szanse wylosowania pytania na ktoére zna odpowiedz) strategie wejscia do pokoju w
ktorym profesor kolejno egzaminuje n studentéw powinien przyjac?

W pojemniku jest znajduje sie m czastek. W kazdej sekundzie kazda z czastek, niezaleznie od
pozostatych, moze albo zniknaé¢ z prawdopodobienistwem %, albo podzieli¢ sie na trzy czastki z
prawdopodobieristwem % Udowodnié¢, ze z prawdopodobieristwem jeden, po pewnym czasie nie
bedzie w pojemniku ani jednej czastki.

Niech —N = {0, —1, -2, ...}. Niech (X_,,) _ne—n, bedzie nadmartyngatem wzgledem pewnej filtracji

(F_n)—ne—n takim, ze
lim EX_, < oo.

n—oo

Pokaz, ze (X_,,)—ne—n jest rodzina jednostajnie catkowalna. W szczegolnoscei kazdy martyngat z
czasem odwroconym jest zbiezny p.n.

Pokaz, ze w sytuacji poprzedniego zadania (X_,,),— 00 jest zbiezny p.n. do X nadto

X =E(Xo| [ F-n).
k=0



