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Seria 1. Zbieznos$é miar

. Udowodnij, ze zbiezno$¢ wedlug prawdopodobienistwa pociaga zbieznoéé wedlug rozktadu.

. Pokaz, ze istnieja ciagi zmiennych losowych zdefiniowane na tej samej przestrzeni probabilistycznej,

ktore zbiegaja wedlug rozktadu ale nie zbiegaja wedlug prawdopodobienistwa.

. Pokaz, ze jesli ciag zmiennych zbiega wedtug rozktadu do statej, to zbiega réwniez wedlug praw-

dopodobienstwa.

. Pokaz, 7e jesli X,, % X, a,b € R, to aX, +b % aX +b.

. Znajdz przyktad ciggu zmiennych zbieznego wedtug rozktadu, ktérego dystrybuanty nie sg punk-

towo zbiezne do dystrybuanty zmiennej graniczne;j.

. Podaj przyktad ciaggu zmiennych losowych ciaglych, ktérych dystrybuanty sa punktowo zbiezne

ale ktorych gestosci nie zbiegaja punktowe.

. Udowodnij twierdzenie Scheffe’ego. Niech miary probabilistyczne u,, n = 1,2,... oraz miara

probabilistyczna ;. maja gestosci wzgledem pewnej miary v to znaczy pn(A) = [, fadvy, oraz
wd) = [ 4 fdv dla A € B. Pokaz, ze ze zbieznosci f, — f prawie wszedzie wzgledem v wynika
silna zbiezno$¢ pu, do pu, to znaczy

lim_sup |pn (A) — p(A)] =0
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Pokaz na odwrdét, ze z powyzszej zbieznosci wynika zbieznosé prawie wszedzie gestosci f,, do f.

. Niech miary p,, n > 0 beda skupione na zbiorze liczb naturalnych. Pokaz, ze u, LS w wtedy i

tylko wtedy, gdy . ({k}) — p({k}) dla kazdego k naturalnego.

. Pokaz, ze staba zbieznosé¢ ciagu miar na zbiorze dyskretnym S bez punktéw skupienia jest réwno-

wazna temu, ze lim, o0 n({s}) = p({s}) dla kazdego s € S.
Pokaz, 7e ze stabej zbieznosci rozktadow px, — px wynika ciasnosé rodziny (uy, )22 .

Pokaz, ze rodzina miar fi,, ~ N(ma,02), a € A jest ciasna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje K > 0
takie, ze |mq| < K oraz 02 < K dla kazdego « € A.

Niech X, bedzie pierwsza wspolrzedng zmiennej losowej o rozkladzie jednostajnym na kuli w
jednostkowej w R™. Udowodnij, ze /nX, 4 N(0,1).

Wykaz, 7e jesli X, % X, EX+ = 0o, to lim,_,eo EX;" = 00.
Udowodnij, ze ciag zmiennych X,, jest ciasny wtedy i tylko wtedy, gdy

im limsupP(|X,,| > K) =0.
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Udowodnij, ze ciag zmiennych X, jest ciasny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢, X, B0 dla dowolnego
ciagu liczb nieujemnych (¢,,) takiego, ze ¢, — 0.



