Seria 9. Martyngaly

. Niech (X,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, przy czym X,, > 0 p.n. oraz
EX,, = 1. Dodatkowo, zal6zmy, ze X,, nie sg skoncentrowane w 1. Udowodnié, ze X1 X5...X,, — 0

p.n.

. Dany jest ciag (&,,) niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie P(e, = £1) =
Niech F,, = o(e1, €2, ...,en). Udowodnic, ze ciag

Z, = exp(a(er + ... +,) — (na?/2)),

gdzie a jest ustalona liczba dodatnia, jest nadmartyngatem (F,). Zbada¢ jego zbieznosé¢ prawie
na na pewno i w L.

. Zmienne losowe X1, Xo, ... sa niezalezne , przy czym dla n > 1 zmienna X,, ma rozktad [—3-, 5=
Niech S = 0 pn., S, = X1 Xo + XoX3 + ... + X,,_1X,, dla n > 2. Ponadto niech F,, =
o(X1,Xs,...,X5n), n = 1. Wykaza¢, ze (S,,F,) jest martyngalem (S,,F,) jest martyngatem,
ktory jest zbiezny p.n. przy n — oo.

L1

. Zmienne losowe X7, Xo, ... sa niezalezne, przy czym dla n > 1 zmienna X,, ma rozktad wykladn-
niczy z parametrem n. Wyznaczy¢ tak ciag liczbowy («,), by ciag

byl martyngalem wzgledem filtracji F,, = (X1, X, ...). Czy ten martyngal jest zbiezny p.n.? Czy
jest zbiezny w L17 Czy jest zbiezny Lo?

. W pojemniku jest znajduje sie m czastek. W kazdej sekundzie kazda z czastek, niezaleznie od
pozostalych, moze alno zniknaé z prawodopodbienistwem %, albo podzieleé¢ sie na trzy czastki z
prawodopodbienistwem % Udowodnié¢, ze z prawdopodobieristwem jeden, po pewnym czasie nie

bedzie w pojemniku ani jednej czastki.



