
ZADANIA Z PS1 – 7

1. (Xt)t∈R+ jest procesem w pewnej przestrzeni stanów (E,B). Pokazać, że warunek

P (Xt+s ∈ Γ|FX
s ) = P (Xt+s ∈ Γ|Xs), Γ ∈ B, s, t ≥ 0, (∗)

jest równoważny warunkowi: Dla dowolnych s ≥ 0, A ∈ σ(Xt, t ≥ s), B ∈ σ(Xt, t ≤ s),

P (A ∩ B|Xs) = P (A|Xs)P (B|Xs).

Wsk. Pokazać, że (∗) ⇒ P (A|FX
s ) = P (A|Xs).

2. ξi jest zmienna
↪
losowa

↪
o wartościach w przestrzeni mierzalnej (Ei,Bi), i = 1, 2. G jest σ-cia lem

zdarzeń, takim że ξ1 jest mierzalna wzgle↪dem G, ξ2 jest niezależna od G, f : E1 ×E2 → R jest
funkcja

↪
mierzalna

↪
, ograniczona

↪
(na przyk lad). Pokazać, że

E(f(ξ1, ξ2)|G) = f̄(ξ1), gdzie f̄(x) = Ef(x, ξ2).

Wsk. Np. można skorzystać z tw. Fubiniego.

3. (Wt)t∈R+ jest procesem Wienera. Pokazać, że (|Wt|)t∈R+ jest procesem Markowa i znaleźć
funkcje↪ przejścia.

4. (Wt)t∈R+ jest procesem Wienera. Pokazać, że proces Ornsteina-Uhlenbecka (Ut)t∈R+ , Ut =
σe−αtWe2αt , α, σ > 0, jest procesem Markowa i znaleźć funkcje↪ przejścia.

5. Niech S0 = 0, Sn = ξ1 + . . .+ ξn dla n > 1, ξ1, ξ2, . . . sa
↪
i.i.d. Pokazać, że naste↪puja

↪
ce procesy

nie musza↪ być procesami Markowa:
(a) (S+

n )n∈Z+ ,
(b) (Xt)t∈R+ , gdzie

Xt =
{

Sn dla t = n, n = 0, 1, 2, . . .
liniowa interpolacja dla t ∈ (n, n + 1), n = 0, 1, 2, . . .

6. (Wt)t∈R+ jest procesem Wienera w Rd, d ≥ 3. Pokazać, że dla każdego a ∈ Rd

( 1
|Wt − a|d−2

, FW
t

)
t∈R+

jest nadmartynga lem.
Wsk. Zauważyć, że ∫ ∞

0

1
(
√

2πt)d
e−

|x−y|2
2t dt =

C

|x − y|d−2

i skorzystać z równania Chapmana-Ko lmogorowa.

7. Korzystaja
↪
c z Zad. 6 pokazać, że dla procesu Wienera w Rd, d ≥ 3,

a) dla każdego a ∈ Rd \ {0} P (∃tWt = a) = 0,
b) limt→∞ |Wt| = ∞ p.n.

Wsk. Pokazać, że proces ( 1
|Wt−a|d−2 )t jest nieodróżnialny od procesu cia↪g lego.


