
ZADANIA Z PS1 – 1

1. Zmienne losowe ρ1, ρ2, . . . sa↪ niezależne, o tym samym rozk ladzie wyk ladniczym z
parametrem λ > 0, a ξ1, ξ2, . . . sa↪ niezależne o tym samym rozk ladzie µ i sa↪ one
także niezależne od ρ1, ρ2, . . .. Oznaczmy: τ0 = 0, τk = ρ1 + . . . + ρk dla k > 0,
Nt = sup{k : τk ≤ t} dla t ≥ 0 i

Xt =
{ ∑

k≤Nt
ξk, gdy Nt > 0

0, gdy Nt = 0
.

(a) Pokazać, że proces (Xt)t∈R+ ma przyrosty niezależne,
(b) Znaleźć rozk lad Xt − Xs dla t > s.
(Proces X nazywa sie↪ z lożonym procesem Poissona)
Wsk. Skorzystać z lematu (udowodnionego na ćwiczeniach): Niech h : R+ → C be↪dzie
funkcja↪ mierzalna↪, taka↪ że |h| ≤ 1 i h − 1 ma nośnik ograniczony. Dla τ1, τ2, . . . j.w.,
zmienna losowa η =

∏∞
k=1 h(τk) jest dobrze określona, ca lkowalna i

Eη = e
λ
∫ ∞

0
(h(s)−1)ds

.

2. (Inna konstrukcja procesu Poissona na [0, a]) ξ1, ξ2, . . . sa↪ i.i.d. o rozk ladzie jednostaj-
nym na [0, a], a θ jest zm. losowa↪ o rozk ladzie Poissona z parametrem λa, niezależna↪
od ξ1, ξ2, . . .. Pokazać, że proces Xt :=

∑θ
j=1 1[0,t](ξj) (= 0, gdy θ(ω) = 0), t ∈ [0, a],

jest procesem Poissona na [0, a].

3. (Wt)t∈R+ jest procesem Wienera. Ustalmy dowolne 0 ≤ s < t i rozpatrzmy cia↪g
podzia lów s = tn0 < tn1 < . . . < tnmn

= t, n = 1, 2, . . ., przy czym

∞∑

n=1

max
j<mn

(tnj+1 − tnj ) < ∞.

Pokazać, że

Sn =
mn∑

j=0

(Wtn
j+1

− Wtn
j
)2 → t − s, gdy n → ∞, (∗)

z prawdopodobieństwem 1.
Wsk. Skorzystać z nierówności Czebyszewa i z lematu Borela–Cantelli.

4. Udowodnić, że trajektorie procesu Wienera maja↪ z prawdopodobieństwem 1 wahanie
nieskończone na każdym przedziale [s, t]. (tzn sup

∑m
j=0 |Wtj+1 − Wtj | = ∞, gdzie

supremum jest brane po wszystkich podzia lach s = t0 < t1 < . . . < tm = t, m =
1, 2, . . .)

5. Proces (Xt)t∈R+ jest cia↪g ly, X0 = 0, ma przyrosty niezależne i za lóżmy dla upro-
szczenia, że E(Xt) = 0, E(X4

t ) < ∞ dla wszystkich t ≥ 0 (za lożenie to jest zbe↪dne).
Pokazać, że Xt − Xs ma rozk lad normalny dla wszystkich t > s ≥ 0.
Wsk. Skorzystać z centralnego tw. granicznego i warunku Lindeberga.


