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Seria 8. Funkcjonaly liniowe

. Wykaz, ze przestrzenn unormowana X jest oSrodkowa wtedy i tylko wtedy gdy ma przeliczalny

podzbioér liniowo gesty.

Wykaz, ze jesli X jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni unormowanej X oraz x € X\ X to
istnieje funkcjonal ¢ € X* zerujacy sie na X, taki, ze p(z) = 1.

Niech F' bedzie podprzestrzenia przestrzeni Banacha X. Wykaz, ze dla dowolnego x € X,

dist(z, F) = sup{|z™(x)] : " € X", ||z*| < 1,2"|F = 0}.

Wykaz, ze osrodkowosé przestrzeni X* implikuje osrodkowos¢ przestrzeni X. Czy odwrotna im-
plikacja jest prawdziwa?

Niech A i B beda roztacznymi niepustymi wypuklymi podzbiorami rzeczywistej przestrzeni Ba-
nacha X takimi, ze A jest domkniety, a B jest zwarty. Wykaz, ze istnieje funkcjonal ¢ € X* taki,
ze sup e 4 p(2) < infrep ().

Niech X bedzie przestrzenia Bancha oraz z € X bedzie wektorem o normie 1. Udowodnij, ze
A(z) = {a* € X* : 2" =1=||z*||} jest niepustym, domknie¢tym zbiorem wypuklym.

Podaj przyktady = € [y takie, ze A(x) jest jednopunktowe, n-wymiarowe, nieskoriczenie wymia-
rowe.

Opisz wszystkie © € ¢y takie, ze A(z) jest jednopuntkowe.

Przestrzen C|0,1] mozna traktowaé¢ jako domknieta podprzestrzeni Lo, [0, 1] Funkcjonal 6, (f) =
f(z) jest ciaglym funkcjonalem o normie 1 na C[0, 1], zatem z twierdzenia Hahna-Banacha mozna
go rozszerzy¢ do funkcjonatu ¢, na Loo[0, 1] o normie 1. Wykaz, ze nie istnieje funkcja g € L1[0, 1]
v (f) = fol f(s)g(s)ds. Udowodnij, ze jesli f € L[0, 1] jest taka, ze f = 0 na zbiorze (x—e,x+¢),
to ¢z (f) = 0.

Jaka jest norma funkcjonalu ¢(f) = fol e’ f(xz)dx na L,(0,2), 1 <p < 00?
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Dla jakich p z przedziatu [1, c0] wzor ¢(z) = Y ", n~/?x, zadaje ciagly funkjconal na 1,,?



