10.

Seria 6. Przestrzenie Hilberta

. Wykaz, ze kazda funkcje parzysta f w L?|—, «1] da sie przedstawi¢ w postaci f(t) = Y- a, cos(nt),

przy czym ciag jest zbiezny w L2. Ile wynosi > a2?
Jak wyglada odpowiednie rozwiniecie w szereg Fouriera dla funkcji nieparzystych?

Niech 7y, := sgn(sin(2¥7x)), k = 1,2, ... bedzie uktadem Rademachera. Dla skoriczonych niepustych
zbiorow A C {1,2,...} okreslamy wa = [],c4 7% oraz kladziemy wy = 1. Wykaz, ze (wa)a jest
baza o.n. w L?[0,1].

Niech p bedzie miara skoriczona na [0, 1], ktora nie jest skupiona na zbiorze skonczonym. Wykaz,
ze istnieje baza ortonormalna (f,,)n>0 przestrzeni L?[0, 1], taka, ze f,, jest wielomianem stopnia n.

Niech (f;(z)); i (g;(y)); beda ukladami ortonormalnymi w L?(X, u1), i L*(X, u2) odpowiednio.
Wykaz, ze

(a) uktad (fi(x)g;(y))i; jest ukladem ortonormalnym w L?(X x Y, 1 ® p2).
(b) Jesli uktady (fi):, (g5); sa zupelne, to uktad (fig,): , tez jest zupelny.
Niech M bedzie domknieta podprzestrzenia przestrzeni Hilberta H. Wykaz, ze

(a) kazda baze o.n. M da sie¢ rozszerzy¢ na H.

(b) jesli (u;)ier jest baza M, to rzut ortogonalny na M ma postac

Pyx = z:(az,uQuz

icl

Wykaz, ze przestrzen Lo(R™) jest osrodkowa i wywnioskuj stad osrodkowosé przestrzeni Lo(A) dla
dowolnego zbioru borelowskiego A C R™. Czy przestrzenie Ly(A) i Ly(B) sa izometryczne?

Dla jakich p przestrzenie [, s3 osrodkowe?
Wyznacz p dla ktorych L, [0, 1] jest osrodkowa.

Czy przstrzen C[0, 1] jest osrodkowa? A przestrzen funkcji ciaglych ograniczonych na (0, 1) z norma
supremum?



