10.

Seria 2. Przestrzenie Banacha

. Wykaz, ze kazda kula w przestrzeni unormowanej jest wypukta.

Niech A bedzie gwiazdzistym wzgledem zera, pochlaniajacym podzbiorem przestrzeni liniowej X,
ktorego przeciecia z kazda prosta sa domkniete. OkreSlmy pa(x) := inf{t > 0 : z/t € A}. Kiedy
p4 jest norma na X7

Niech (X, | - ||) bedzie przestrzenia, wykaz, ze f(x) = ||z| jest funkcja ciagta na X.

Wykaz, ze jeli zbior A jest wypuklym podzbiorem przestrzeni unormowanej, to zbiory A, int(A)
tez sa wypukle.

Dla zbioru A w przestrzeni liniowej X okreslamy
conv(A) = ﬂ{B : B wypukle, A C B}.
Wykaz, ze
(a) conv(A) jest najmniejszym zbiorem wypuklym zwierajacym A.
(b) conv(A) :={z = 2?21 Ajajoa; € AN = 072?:1 Aj,n=1,2,..}

Niech ¢ : [0,00) — [0,00) bedzie funkcja wypukla taka, ze p(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
x = 0. Okreslamy

lo ={z = (zn)p2, s It >0, ng(\xnvt) < 00}

oraz

|lz||, ;= inf{t > 0: Z(p(\xnvt) <1}, dlazel,.

Wykaz, ze I, z norma ||x||, jest przestrzenia Banacha.
Niech z = (z)52, oraz 1 < p < q.

(@) llzllg < llllp, < n'/P=Hejz)l, dla 1 < p < q.

(b) limy oo [l < 2]

(¢) Cuzy stale w pierwszym punkcie sa optymalne
Niech z = (z)72, oraz 1 <p < q.

(@) llzllq < llzllp dla 1 <p <g.

(b) Znajdz wektor x taki, ze ||z|, = 0o oraz ||z|4 < occ.

(c) Czy zawsze lim,_. ||z]|p = ||2]/co?
Wykaz, ze {z = (z1)72; + Dsoq || < 1} jest domknietym wypuklym podzbiorem Iy o pustyn
wnetrzu. Czy jest to zbior zwarty?

Niech (X, B, 1) bedzie przestrzenia z miara skoriczona p oraz f bedzie funkcja mierzalna na X.
Udowodnij, ze dla 1 < p < q,

(@) |Ifll, < p(X)YP=Yf|l,, w szczegolnosci || fll, < ||fllg» gdy u(X) = 1. Kiedy zachodzi
ronowsc.

(b) Znajdz funkcje f € L,(0,1) taka, ze || f||; = oo.

(¢) Znajdz funkcje f € Ly[0,00) taka, ze || f|l, = .



