Seria 3. Laincuchy Markowa
1. Udowdnij, ze jesli I'(—o00,0) > 0, to kazdy zbior [0, ], ¢ € Ry jest maly.

2. Bedziemy moéwié, ze rozklad I' ma wlasnosé rozciagania jesli pewien splot I'™* jest niesingularny
wzgledem miary Lebesgue’a u. Pokaz, ze jesli btadzenie przypadkowe ma wlasnosé rozciggania
wtedy istnieje otoczenie Cs = {x : x| < B} punktu 0, ktore jest vo,-small, where v, = eulfs g
for some interval [s, ], and some & > 0.

3. (Dla ambitnych) Udowdnij, ze jesli dodatkowo zatozymy, ze I'(—o00,0) > 0 oraz I'(0, 00) > 0 wtedy
X (btadzenie przypadkowe) jest p-nieredukowalne i kazdy zbiér zwarty jest maly.

4. Kolejka GI/G/I. Definujemy tancuch {X,,} na Z, x R z p-stwami przejscia
P(i,z;j x A)=0, j>i+1
P(i,l‘;j X A) = Ai,jJrl(l‘,A), j=1.,i+1
P(i,z;0 x A) = Al (z, A),

gdzie A; sy substochastycznymi funkcjami pstwami przejscia. Przyktadem tej konstruckji moze by¢
X, = (N, Ry), gdzie R, jest resztkowym czasem obslugi w chwili 7 +. Niech Z,, = So+ ...+ Sy,
(gdzie S; ~ H) Ry = Zn(t)41 — t, gdzie N(t) = sup{n : Z, < t}. Jesli Ry = x to Z; = x, niech

P (x,y) = P(Zy <t < Zpi1, Ry <y|Ry = x)
pstwo ze proces odnowienia n-czasow obstugi zakoriczy sie w czasie [0,t] oraz ze czas resztkowy

aktualnej obstugi w chwili ¢ jest w przedziale [0, y], zakladajac, ze Ry = x. Pokaz, ze

Az, [0.4]) = / " Pl(a,y)GUdr)

An (e, [0,9]) = (D Ay(a,[0,00] ) H[O, y)-

Jj=n+1

5. Pokaz, ze dla laricucha X z poprzedniego punktu {0 x [0, 8]} zbior {0 x [0, 5]} jest v1-maly, gdzie
v1(+) jest dane przez G(8,00)H (-).

6. Rekurencja 'naprzod’. Niech Vi = VT (nd), n € Zy, gdzie V' (t) := inf{Z, —t : Z, > t},
Zy — >t Y, Y1, Ys, ... maja ten sam rozklad T', ¥; niezalezne od pozostatych T'g. Pokaz, ze jesli
rozklad T jest rozciagajacy, to dla dostatecznie matego § odcinek [0, 8] jest matym zbiorem.

7. Definiujemy lniowy model Gaussowski. Niech
X1 = F X + GWiya,

gdzie F' jest n X n macierza, a G jest n X p macierza; X ma wartosci w R", Wi w RP; X jest
dowolne. Nadto zaktadamy, ze W ~ N(0, I), gdzie I jest p x p macierza identycznowsciowa. Pokaz,
ze jesli macierz G jest pelnej rangi p, wtedy laricuch jest u-(Lebesgue’a) nierdukowalny. Pokaz, ze
pewna kula otwarta jest malym zbiorem dla tego tancucha.

Do domu zadanie 4,5 oraz zadanie z wykladu o istnieniu p™(z, y)-regularnej pochodnej miary P™(z, dy)
wg ¥ (dy) poza zbiorem y € N, tp-miary 0, tzn. zbior N jest wspolny dla wszystkich gestosci p™(z, y).



