Seria 2. Laincuchy Markowa

. Bladzenie przypadkowe na polprostej X, = [X,,—1 + W]+, gdzie W; sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o wartosciach Z. Oblicz P(z,y), P(x,0). Pokaz, ze jesli P(W,, < 0) > 0 to z dowolnego
stanu x € Zy dojdziemy z niezerowym p-stwem do 0. Zauwaz, ze jesli P(W,, < 0) = 0 wowczas
nie da sie osiagnaé stanu 0 spoza tego stanu. Czy mozna znalezé zmienna W taka, ze przestrzen
stanow sktada sie z dwoch zbiorow pochtaniajacych?

. Rozwazmy proces odnowienia, to znaczy niech {Yp,Y7,Y5,...} beda zmiennymi iid z rozkladu na
N, definujemy proces Z,, = Y., Y,. Niech p(n) bedzie funkcja p-stwa dla Y;. Definiujemy

r =sup(n: p(n) > 0).
Przez rekurencje wstepujaca bedziemy nazywaé proces
VFT(n):=inf(Z, —n:Zn>n), n=0.

Pokaz, ze zbior A = {1,2,...,r} jest pochlaiajacy oraz, ze taricuch zredukoway do A jest nieredu-
kowalny.

. Model kolejek. Definiujemy model GI/G/1 w ktorym:

(a) Klienci przybywaja do systemu w niezaleznych odtepach czasu Ti,Ts,T53,... 0 tym samym
rozkladzie zmiennej T', to znaczy P(T < t) = G(—o0, t]. Klienci beda pojawiac sie w chwilach
T0=Ty=0, T =To+ T, T =To+T1 + Tx,...

(b) n-ty Klient wymaga obstugi zajmujacej S,, czasu, gdzie S,, pochodza z tego samego rozkladu
zmiennej S, to znaczy P(S, <t) = H(—o0,t]. Zatem laczny czas obstugi n-kliento6w wynosi
Si=So+51+ ...+ 5.

(¢) Klienci obstugiwani sa przez jeden serwer w kolejnosci zgloszen.

Niech N(t) bedzie liczba klientéw przebywajacych w systemi w chwili ¢. Niech nadto N,, bedzie
liczba klientow w systemie tuz przed chwila T}, czyli N(T),—). Pokaz, ze bez dodatkowych zalozen
o H, N, nie musi by¢ taricuchem Markowa.

. Pokaz, ze jesli H(—o0o,t] =1 —e " t > 0, wowczas N, jest laiicuchem Markowa. Oblicz p-stwa
przejscia. Taki model nazywa sie GI/M/1.

. W analogiczny sposob definiujemy N liczbe klientow tuz po chwili T), z wyktadniczym rozkladem
czasow obstugi. Taki model nazywamy M/G/1. Znajdz p-stwa przejscia w tym modelu.

. Udwodnij ze modele GI/M/1 i M/G/1 sa nieredukowalne na Z .

. Nieograniczone btadzenie przypadkowe na Z. Niech d bedzie NWD {n : I'(n) > 0}. Pokaz, ze kazdy
ze zbiorow D, = {md+r : m € Z} jest pochlaniajacy. Pokaz, ze jesli I'(—o0,0) > 01 I'(0,00) > 0
to taricuch jest nieredukowalny po obcieciu do D,..

. Zmajdz funkcje przejscia dla btadzenia losowego na polprostej. Pokaz, ze bladzenie na potprostej
jest -nierdukowalne dla ¢(0,00) = 0, ¢({0}) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy

P(W < 0) = I'(—00,0) > 0.
Nadto w tym przypadku jesli C jest zwarte, to C — {0}.

. Nieograniczone btadzenie przypadkowe. Niech rozktad I'" procesu W ma rozklad absolutnie ciagty
wzgledem miary Lebesgue’a, ktoéra jest dodatni i odzielona od zera w srodku uktadu wspotrzed-
nych.



