
Zadania z RP2. Seria 7. Centralne Twierdzenie Graniczne.

Zad 1. Sprawd¹, »e je±li X, X1, X2, ... s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie

EX = 0, D2X = 1 i Xn,k = Xk/
√

n, to schemat serii (Xn,k) speªnia warunek Lindenberga.

Zad 2. Udowodni¢, »e warunek Lapunowa: dla wszystkich n, k ∈ N i dla pewnego δ > 0 zachodzi

E|Xn,k|2+δ < ∞ oraz

lim
n→∞

1
s2+δ

n

n∑
k=1

E|Xn,k −EXn,k|2+δ = 0,

poci¡ga za sob¡ warunek Lindenberga.

Zad 3. Udowodni¢, »e gdy X1, X2, ... s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e |Xn| 6 K < ∞,

n = 1, 2, ... oraz s2
n =

∑n
k=1 D2Xn → ∞, to ci¡g (Xn) speªnia warunek Lindenberga (to znaczy, »e

warunek L. jest speªniony dla schematu serii (Xn,k), gdzie Xn,k = Xk, dla k 6 n).

Zad 4. Jacek zaªo»yª si¦ z Plackiem, »e w 100 rzutach kostk¡ uzyska w sumie nie mniej ni» 400 oczek i

w tym celu rozpocz¡ª losowanie. Ile rzutów po 100 serii musi ±rednio wykona¢, »eby doczeka¢ si¦ takiego

wyniku?

Zad 5. Na poczcie pojawia si¦ 100 kilentów dziennie, ka»dy z nich dokonuje wpªaty (lub wypªaty) Xi

i = 1, 2, ..., 100, gdzie Xi s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie zerowej ±redniej

i ±redniej wariancji równej 1002. Ile gotówki trzeba mie¢ w kasie rano, »eby z p-stwem 0.99 na koniec

dnia nie zabrakªo pieni¦dzy. Zakªadamy, »e w ci¡gu dnia naczelnik dokªada pieni¡dze ze swojej kieszeni,

ale na koniec dnia chce odzyska¢ pieni¡dze.

Zad 6. Rzucono 1000 razy kostk¡. Znale¹¢ przybli»enie p-stwa, »e suma oczek b¦dzie pomi¦dzy 3410 a

3590.

Zad 7. Dane s¡ niezale»ne zmienne losowe o tym samym rozkªadzie X, X1, X2, ... i EX = 0, 0 < σ2 =
D2X < ∞. Wyznaczy¢ w zale»no±ci od a, α ∈ R

lim
n→∞

P(
|X1 + ... + Xn|

nα
> a).

Zad 8. W Polsce jest 24.6 mln podatników i ka»dy z nich myli si¦ przy wypeªnianiu zenzania podatko-

wego. Warto±¢ bª¦du dla i-tego podatnika jest zmienn¡ losow¡ Xi, gdzie EXi = 0, D2Xi = 1002, czyli√
D2Xi = 100 (zªotych); Ponadto zakªadamy niezale»no±¢ zmiennych Xi. Jaka jest szansa, »e straty

pa«stwa w wyniku tych bª¦dów przekrocz¡ 1 grosz na podatnika? A 3 grosze?
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