
Zadania z RP2. Seria 6. Funkcje charakterystyczne.

Zad 1. Niech S1 b¦dzie okr¦giem (np. |z| = 1). Poka», »e miara 1
n

∑n−1
i=0 δzn , gdzie z jest liczb¡ zespolon¡

o module 1 tak¡, »e zn 6= 1 dla »adnego n > 0, zbiega do rozkªadu jednostajnego na ok¦gu.

Zad 2. (Twierdzenie Riemana-Lebesgue'a.) Udowodni¢, »e gdy X jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie

ci¡gªym to ϕX(t) → 0, gdy t →∞.

Zad 3. Poka», »e splot dwóch rozkªadów singularnych mo»e by¢ rozkªdem ci¡gªym. To znaczy znale¹¢

dwie zmienne X, Y o rozkªadach singularnych takie, »e X + Y ma rozkªad ci¡gªy.

Wskazówka Zauwa», »e

sin(t)
t

= (
∞∏

i=1

cos(2−2n+1t))(
∞∏

i=1

cos(2−2nt))

Zad 4. Znajd¹ funkcje charakterystyczn¡ tak¡, »e Reϕ = |ϕ|2.

Zad 5. (Twierdzenie Sheppa) Udowodnij, »e je±li X, Y s¡ niezale»ne, to E|X + Y | > E|X − Y |.

Zad 6. Poka», »e zmienne X1, ..., Xn s¡ niezale»ne wtedy i tylko wtedy gdy

ϕX1,...,Xn
(t1, ...., tn) = ϕX1(t1)...ϕXn

(tn).

Zad 7. Podaj przykªad wektora (X, Y ) takiego, »e X, Y s¡ zale»ne ale mimo, to ϕX+Y = ϕXϕY .

Wskazówka Np. rozkªad o g¦sto±ci

g(x, y) +
1
4
(1 + xy(x2 − y2))1{|x|<1}1{|y|<1}.

Zad 8. Niech X, X1, X2, ... b¦d¡ zmiennymi o warto±ciach w Rd. Udowodnij, »e Xn
D→ X wtedy i tylko

wtedy, gdy 〈t,Xn〉
D→ 〈t, X〉, dla ka»deo t ∈ Rd.

Zad 9. Poka», »e zachodzi wzór na tarnsformat¦ odwrotn¡. To znaczy je±li rozkªad µ ma caªkowaln¡

funkcj¦ charakterystyczn¡, to ma tak»e ograniczon¡ g¦sto±¢ tak¡, »e

f(x) =
1
2π

∫ ∞

−∞
e−isxϕ(s)ds.

U»yj tego faktu do policzenia transformaty rozkªadu Cauchy'ego 1
π

1
1+x2 .

1


