
Zadania z RP2. Seria 5. Funkcje charakterystyczne.

Zad 1. Udowodnij CTG w przypadku, gdy X1, X2, ..., jest ci¡giem i.i.d takim, »e EX1 = 0,D2X1 = 1.
To znaczy, korzystaj¡c z funkcji charakterystycznych poka», »e X1+...+Xn√

n

d→ X, gdzie X ma rozkªad

N (0, 1).

Zad 2. Udowodnij, »e je±li Xn
d→ X, an → a, bn → b, to anXn + bn

d→ aX + b.

Zad 3. Wyka», »e je±li Xn
d→ X0, Yn

d→ Y0, gdzie Xn, Yn s¡ niezale»ne, to Xn + Yn
d→ X0 + Y0.

Zad 4. Poka», »e je±li X =
∑∞

n=0 Un/2n, gdzie Un jest ci¡giem i.i.d Bernouliego, to X ma rozkªad

jednostajny na [0, 1].

Zad 5. Poka», »e je±li zmienna X o rozkªadzie normalnym jest sum¡ dwóch zmiennych niezale»nych Y

i Z, to Y, Z maj¡ rozkªad normalny.

Zad 6. Poka», »e ϕ(x) = 2
1+ex2 nie jest funkcj¡ charakterystyczn¡.

Zad 7. Udowodni¢, »e ϕ(t) = e−|t|
α

, dla α > 2 nie jest funkcj¡ charakterystyczn¡.

Zad 8. Udowodni¢, »e ka»da funkcja ϕ parzysta, przedziaªami liniowa, wypukªa na [0,∞) i taka, »e

ϕ(0) = 1 jest funkcj¡ charakterystyczn¡.

Zad 9. Udowodni¢, »e ka»da funkcja ϕ przysta, wypukªa na [0,∞) i taka, »e ϕ(0) = 1 jest funkcj¡

charakterystyczn¡. W szczególno±ci ϕ(t) = e−|t|
α

, α 6 1 jest funkcj¡ charakterystyczn¡.

Zad 10. Na odcinek [−n, n] rzucono losowo (zgodnie z rozkªadem jednostajnym) n gwiazd o masach

jednostkowych. Wyznaczy¢ funkcj¦ charakterystyczn¡ rozkªadu siª grawitacji w punkcie 0 (r/|r|β+1).

Dla jakich β istnieje rozkªad graniczny (przy n →∞)

De�nicja 1 Niech X, X1, X2... b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie µ.

Rozkªad µ nazywamy stabilnym, gdy dla ka»dego n istniej¡ staªe an > 0 i bn, dla których

X1 + X2 + ... + Xn ∼ anX + bn.

Okazuje si¦, »e an = n1/α, gdzie α ∈ (0, 2]. Dla danego α rozkªad nazywamy α-stabilnym. Np. rozkªad

Cauchy'ego jest 1-stabilby, rozkªad normalny jets 2-stabilny.
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