Zadania z RP2. Seria 11. Martyngaly.

Zad 1. Niech U,, bedzie ciaggiem Bernoulliego. Niech F,, = o(Uy,Us, ...,U,,) i niech

Z, = ea(U1+...+Un)—(na2/2)

Udowodnié, ze Z,, jest nadmartyngatem. Zbadaé zbieznoséé ciagu 7, p.n.iw L.

Zad 2. Korzystajac z twierdzenia o zbiezno$ci nadmartyngaléw, wykazaé, ze jesli ciag zmiennych nieza-

leznych spelnia warunki: EX,, = 0 oraz Y -, EX2 < o0, to szereg Zgo X, jest zbiezny p.n.

Zad 3. Udowodni¢, ze dla podmartyngatu (X;)7_, i dowolnego r > 0 zachodzi nieréwnosé

rP(min Xy < —) < E(X, Lninge, xi5—r) — EXo < EX;F — EX,.

k<n

Zad 4. Udowodni¢, ze dla podmartyngatu (X3)7_; i dowolnego r > 0 zachodzi nieréwnosé

rP(max | Xy| > r) < 3max E|Xj|
k<n k<n

Zad 5. Wykaza¢, ze dla nadmartyngatu (Xj)7_, zachodzi nierownosé

K
P(max | Xg| 2 r) < — max E| X}|.
k<n r k<n

Zad 6. (Nierownos¢ Dooba) Wykazaé, ze jesli (Xx)7_, jest martyngatem, p > 1, to

Esup | X;? < (2= )E| X, 7.
k<n p—1

Zad 7. Niech Q = [0,1], F = B([0, 1]), P jest miara Lebesgue’a, a f jest funkcja Borolowska calkowalna

kn

wg. miary Lebesgue’a. Rozwazmy zstepujacy ciag podziatéw odcinka [0, 1], (x?)jzl, zy =0, 2 =1

Udowodni¢, ze

1 Tt
X, (w) = ﬁ/ f(2)dz, dla w € [z}, 27, ).

jest zbiezny p.n. do f.



