
Zadania z RP2. Seria 10. Martyngaªy.

Zad 1. Niech ξ1, ξ2, ... b¦dzie ci¡giem i.i.d., takim, »e P(ξi = 1) = p, P(ξ = −1) = q (p+q = 1, p, q > 0).
De�niujemy Sn = ξ1 + ...ξn. Przyjmujemy, »e gracze A i B maj¡ odpowiednio kapitaªy pocz¡tkowe a i

b. Niech c = a + b. Momentem ruiny gracza A nazywamy m.z.

τ1 := inf{n : Sn = −a}.

Momentem zako«czenia gry nazywamy nas¦puj¡cy m.z.

τR := inf{n : Sn ∈ {−a, b}}.

Oblicz prawdopodobie«±twa ruiny p1 = P(SτR
) = −a, p2 = P(SτR

= b).

Zad 2. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo ruiny gracza A w przypadku gdy gracz B ma niesko«czony

kapitaª.

Zad 3. Wyprowdzi¢ to»samo±¢ Walda z faktu, »e (Sn − nEX1, σ(X1, ..., Xn) jest matyngaªem.

Zad 4. Udowodni¢ nastepuj¡c¡ wersj¦ to»samo±ci Walda. Je±li X1, ..., Xn s¡ i.i.d., EX2
1 < ∞, Eτ < ∞,

to

E(Sτ − τEX1)2 = EτD2X1.

Zad 5. Udowodni¢, »e zagadnieniu ruiny ±redni czas oczekiwania wynosi ab.

Zad 6. Pokaza¢, »e w przypadku kapitaªu niesko«czonego kapitaªu ±redni czas oczekiwania na ruin¦ dla

gracza A wynosi a
q−p , p < 1

2 .

Zad 7. Pokaza¢, »e w grze symetrycznej p = 1
2 (kapitaª niesko«czony) ±redni czas oczekiwania na

wygranie 1 wynosi ∞.

Zad 8. Niech Zn b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie i zerowej ±redniej,

niech Fn = σ(Z1, ..., Zn) i

Xn =
n∑

k=1

Zn−1Zn, X0 = Z0.

Zad 9. Niech ξi b¦d¡ ci¡giem i.i.d. P(ξi = 1) = p, P(ξi = −1) = q, gdzie p + q = 1, p, q > 0. Niech
Fn = σ(ξ1, ..., ξn) i Zn = (p

q )ξ1+...+ξn . Wykaza¢, »e (Zn,Fn) jest martyngaªem.

Zad 10. Wykaza¢, »e przy opowiednich zaªo»eniach funkcja wypukªa od martyngaªu jest podmatynga-

ªem. Funkcja wypukªa niemalej¡ca od podmartyngaªu jest podmartyngaªem.

Zad 11. Ci¡g (Xn,Fn) jest martyngaªem. Zbada¢ (zakªadaj¡c w razie czego odp. caªkowalno±¢), pod-

nad martyngaªami s¡

a) |Xn|p, p > 1, (b (Xn ∧ a)n, (c (Xn ∨ a)n.

Zad 12. Poka», »e (Xn,Fn), X0 = 0 jest martyngaªem wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego ograniczo-

nego (wystrczy 2-punktowy) m.z. τ , EXτ = 0.
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