Zadania z RP2. Seria 10. Martyngaty.

Zad 1. Niech &1, &o, ... bedzie ciagiem i.i.d., takim, ze P(§; = 1) = p, P(E = —1) = ¢ (p+q =1, p,q > 0).
Definiujemy S,, = &1 + ...&,. Przyjmujemy, ze gracze A i B maja odpowiednio kapitaly poczatkowe a i

b. Niech ¢ = a 4+ b. Momentem ruiny gracza A nazywamy m.z.
1 :=inf{n: S, = —a}.
Momentem zakoriczenia gry nazywarmy nasepujacy m.z.
Tr:=1inf{n: S, € {—a,b}}.

Oblicz prawdopodobieni§twa ruiny py = P(S;,) = —a, p2 = P(S;, = ).

Zad 2. Obliczy¢ prawdopodobienistwo ruiny gracza A w przypadku gdy gracz B ma nieskoriczony
kapitat.

Zad 3. Wyprowdzié¢ tozsamosé Walda z faktu, ze (S, — nEX;,0(Xq, ..., X,,) jest matyngatem.

Zad 4. Udowodni¢ nastepujaca wersje tozsamo$ci Walda. Jesli X1, ..., X, sa i.i.d., EX? < 0o, ET < 00,

to
E(S, — 7EX,)? = ErD?X;.

Zad 5. Udowodnié, ze zagadnieniu ruiny Sredni czas oczekiwania wynosi ab.

Zad 6. Pokazaé, ze w przypadku kapitalu nieskoniczonego kapitatu sredni czas oczekiwania na ruine dla

a
q—p’
Zad 7. Pokazaé, ze w grze symetrycznej p = % (kapital nieskoniczony) $redni czas oczekiwania na

gracza A wynosi p < %
wygranie 1 wynosi oo.
Zad 8. Niech Z,, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkltadzie i zerowej $redniej,

niech F,, = 0(Z1,...,2,) 1
X0 =) Zn-1Zn, Xo= 2.
k=1

Zad 9. Niech & beda ciagiem i.id. P(§ = 1) = p, P(§ = —1) = q, gdzie p+ ¢ = 1, p,q > 0. Niech
Frn=0(&1,...&n) 1 Z, = (§)€1+---+fn_ Wykazaé, 7e (Z,, Fn) jest martyngatem.

Zad 10. Wykaza¢, ze przy opowiednich zalozeniach funkcja wypukta od martyngatu jest podmatynga-
tem. Funkcja wypukta niemalejaca od podmartyngatu jest podmartyngatem.

Zad 11. Ciag (X, F,) jest martyngatem. Zbadaé¢ (zakladajac w razie czego odp. catkowalnosé), pod-
nad martyngatami sg
a) [XolP, p21, (b (XnAa), (¢ (XnVa).

Zad 12. Pokaz, ze (X,,, Fn), Xo = 0 jest martyngatem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ograniczo-
nego (wystrczy 2-punktowy) m.z. 7, EX, = 0.



