Zadania z RP2. Seria 1. Warunkowa wartosé oczekiwana.

Zad 1. W schemacie Bernouliego oblicz warto$¢ oczekiwang liczby rzutéw przeprowadzanych az do
wypadniecia

1. dwéch sukcesow
2. dwoch sukceséw i porazki.

Zad 2. Pokaz, 7e jesli Y jest ograniczona zmienng losowa JF mierzalna, to

E(XY|F) = YE(X|F).

Zad 3. Udowodnij warunkowg nier6wnosé¢ Jensena. Jesli funkcja ¢ : R — R jest wypukla, a zmienne
losowe X i ¢(X) sa klasy L'
e(E(X|F)) < E(p(X)|F), pn

Zad 4. Niech Y bedzie zmienng losowa o warto$ciach w R™, X - zmienng losowa mierzalng wzgledem
o(Y). Wowezas istnieje funkcja borelowska h : R™ — R taka, ze X = h(Y).

Zad 5. X i Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, f - funkcja borelowska. Wykazaé, ze

E(f(X,Y)|Y =t) = Ef(X,1).

Zad 6. Definiujemy warunkowa warto$¢ oczekiwana
D*(X|F) = E(X - B(X|7))*|7).
Pokaza¢, ze D2(X) = E(D2(X|F)) + D*(E(X|F)).
Zad 7. Niech Q =[0,1] x [0,1], P - miara Lebesgue’a na [0,1] x [0,1]. Znalezé¢ E(f|F), jesli
1. f(x,y) =z, F jest o-cialem generowanym przez y;
2. f(z,y) =x —y, F jest o-cialem generowanym przez x + y;
3. f(x,y) = 22y, F jest o-cialem generowanym przez y.

Zad 8. X,Y sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie i skoniczonej wartosci ocze-
kiwanej. Wyznaczy¢ E(X|X +7Y).

Zad 9. Niech X, X5, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie, E| X;| < oco.
Wyznaczy¢ E(X1|F,), E(X | a;X;|Fy), gdzie

n

Sp=X1+ ..+ Xny Fo=0(Sn, Sni1,), Y ai=1
i=1
Zad 10. Znalez¢ rozklad warunkowy X pod warunkiem X +Y =t jesli X,Y sa niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o tym samym rozktadzie: a) A'(0, A\?), b) wyktadniczym z parametrem ), ¢) Poissona z

parametrem .

Zad 11. Udowodni¢ (nie korzystajac z gestosci warunkowych), ze jesli X,Y ma rozklad normalny o

$redniej 0, to
EXY



