
Zadania z RP 1. Seria 7. Rozkªady prawdopodobie«stwa

De�nicja 1 Warto±ci¡ oczekiwan¡ zmiennej losowej X nazywamy EX :=
∫
Ω

X(ω)P(dω) =
∫

R xµX(dx).
W przypadku zmiennej losowej dyskretnej EX =

∑
x∈S xµX({x}), gdzie S jest przeliczalnym zbiorem

warto±ci µX(S) = 1. W przypadku zmiennej losowej ci¡gªej o g¦sto±ci f(x) mamy EX =
∫

R xf(x)dx.

De�nicja 2 Wariancj¡ zmiennej losowej X nazywamy

D2X :=
∫

Ω

[X(ω)−EX]2P(dω) =
∫

R
[x−EX]2µX(dx)

W przypadku zmiennej losowej dyskretnej D2X =
∑

x∈S(x − EX)2µX({x}). W przypadku zmiennej

losowej ci¡gªej o g¦sto±ci f(x) mamy D2X =
∫

R(x−EX)2f(x)dx.

De�nicja 3 Zmienne X1, ..., Xn okre±lone na (Ω,F ,P) nazywamy niezale»nymi je±li

P(X ∈ B1, ..., X ∈ Bn) = P(X ∈ B1)...P(X ∈ Bn), ∀ B1, B2, ..., Bn ∈ B(R).

W przypadku zmiennych dyskretnych X1, ..., Xn o przeliczalnych zbiorach warto±ci S1, ..., Sn oznacza

to, »e P(X1 = x1, ..., Xn = xn) = P(X1 = x1)...P(Xn = xn), dla ka»dego x1 ∈ S1, ..., xn ∈ Sn.

W przypadku zmiennych ci¡gªych X1, ..., Xn o g¦sto±ciach f1, ..., fn, zmienne X1, ..., Xn s¡ niezale»ne

wtedy i tylko wtedy gdy zmienna (X1, ..., Xn) ma rozkªad ci¡gªy z g¦sto±ci¡

f(x1, ..., xn) = f1(x1)...fn(xn), x1, ..., xn ∈ R.

Twierdzenie 1 Dla dowolnych zmiennych X1, ..., Xn, E(X1 + ...+Xn) = EX1 + ...EXn. Je±li zmienne

X1, ..., Xn s¡ niezale»ne, to D2(X1 + ... + Xn) = D2X1 + ... + D2Xn.

Zad 1 Udowodnij, »e D2X = EX2 − (EX)2. Zauwa», »e D2X = D2(X −EX).

Zad 2 Przykªad, »e Twierdzenie 1 przydaje si¦. Niech X oznacza sum¦ oczek uzyskan¡ w stukrotnym

rzucie kostk¡. Pokaz, »e EX = 350.

Zad 3 Niech X ma rozkªad jednopunktowy δa zadany wzorem P(X = a) = 1. Poka», »e EX = a,

D2X = 0.

Zad 4 Niech X ma rozkªad Bernouliego B(n, p) zadany wzorem P(X = k)
(
n
k

)
pkqn−k, p+ q = 1. Pokaz,

»e EX = np, D2X = npq.

Zad 5 Wykonujemy do±wiadczenia Bernouliego, a» do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Niech X

oznacza liczb¦ wykonanych do±wiadcze«. Poka», »e EX = 1/p, D2X = q/p2.

Zad 6 Przypu±¢my, »e zmienna losowa ma rozkªad Poissona P(λ) zadany wzorem P(X = k) = λk

k! e
−λ,

k = 1, 2, .., λ > 0. Poka», »e EX = λ, D2X = λ.

Zad 7 Niech X ma rozkªad jednostajny U [a, b] na przedziale [a, b], o g¦sto±ci g(x) = 1
b−a1[a,b](x). Poka»,

»e EX = a+b
2 , D2X = (b−a)2

2 .

Zad 8 Niech zmienna X ma rozkªad wykªadniczy E(λ) o g¦sto±ci g(x) = λe−λ1(0,∞)(x), λ > 0. Poka»,
»e EX = 1/λ, D2X = 1/λ2.
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Zad 9 Niech zmienna X ma rozkªad gamma γa,b o g¦sto±ci g(x) = ba

Γ(a)x
a−1e−bx1(0,∞)(x). Poka», »e

EX = a/b, D2X = a/b2.

Zad 10 Niech zmienna X ma rozkªad gaussowski N (m,σ2) o g¦sto±ci g(x) = 1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 . Poka», »e

EX = m, D2X = σ2.

Zad 11 Poka», »e je±li zmienna losowa X ma rozkªad ci¡gªy o g¦sto±ci f wówczas F ′X(t) = f(t).

Zad 12 Znajd¹ dystrybuant¦ rozkªadu geometrycznego P(X = k) = pqk−1, rozkªadu jednostajnego

U [a, b] oraz rozkªadu wykªadniczego E(λ).

Zad 13 Poka», »e je±li a, b ∈ R oraz Z = aX + bY , to zachodzi wzór EZ = aEX + bEY . Poka», »e je±li

X, Y niezale»ne, to D2Z = a2D2X + b2D2Y .

Zad 14 Rzucamy kostk¡ tak dªugo, a» wyrzucimy wszystkie oczka. Znale¹¢ warto±¢ oczekiwan¡ liczby

rzutów.

Zad 15 Poka», »e je±li X jest zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w N, to EX =
∑∞

n=0 P(X > n). Mo»na

wykaza¢, »e je±li X > 0, to EX =
∫∞
0

P(X > x)d(x).
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