
Zadania z RP 1. Seria 6. Zmienne losowe

De�nicja 1 Niech (Ω,F ,P) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡. Odwzorowanie X : Ω → Rn nazywamy

zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w Rn, je±li dla ka»dego A ∈ B(Rn) zbiór X−1(A) ∈ F .

De�nicja 2 Rozkªadem prawdopodobie«stwa na Rn nazywamy dowoln¡ miar¦ probabilistyczn¡ µ (to

znaczy µ(Rn) = 1) na (Rn,B(Rn)).

De�nicja 3 Rozkªadem prawdopodobie«stwa zmiennej losowej X o warto±ciach w Rn nazywamy rozkªad

prawdopodobie«stwa µX okre±lony na (Rn,B(Rn)) zale»no±ci¡

µX(B) = P(X−1(B)), B ∈ B(Rn).

Istniej¡ dwa podstawowe rodzaje rozkªadów.

De�nicja 4 Rozkªad µ na Rn nazywamy dyskretnym, je±li istnieje przeliczalny podzbiór S ⊂ Rn taki,

»e µ(S) = 1.

De�nicja 5 Rozkªad µ na Rn nazywamy ci¡gªym, je±li dla pewnej funkcji f : Rn → R, caªkowalnej

mamy

µ(A) :=
∫

A

f(x)µ(dx), A ∈ B(Rn).

Wprowadzamy u»yteczne poj¦cie dystrybuanty.

De�nicja 6 Dystrybuant¡ rozkªadu µ na R nazywamy funkcj¦ F : R → R zadan¡ wzorem F (t) :=
µ((−∞, t]). Je±li rozkªad wyznaczony jest przez zmienn¡ losow¡ X dystrybuant¦ nazywamy FX .

Zad 1 Wykaza¢, »e je±li X zmienn¡ losow¡ ϕ : R → R jest funkcj¡ mierzaln¡ wzgl¦dem σ-ciaªa zbiorów

mierzalnych w sensie Lebesgue'a, to ϕ(X) nie musi by¢ zmienn¡ losow¡. Poka», »e je±li ϕ : R → R jest

mierzalna wzgl¦dem σ-ciaªa zbiorów borelowskich, to ϕ(X) jest zmienn¡ losow¡.

Zad 2 Znale¹¢ σ-ciaªo generowane przez zmienn¡ losow¡ X, je±li:

• Rzucamy symetryczn¡ kostk¡, X przyjmuje warto±¢ 1, gdy wypadªa parzysta liczba oczek, 2- je±li
nieparzysta.

• Losujemy punkt z koªa K(a, 1), X(ω) = |ω − a|.

Jaki jest rozkªad, dystrybuanta tej zmiennej.

Zad 3 Wykonujemy do±wiadczenia Bernouliego, a» do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Niech X

oznacza liczb¦ wykonanych do±wiadcze«. Wyznacz rozkªad X, wyznacz dystrybuant¦ FX .

Zad 4 Przypu±¢my, »e do±wiadczenie Bernouliego B(n, λ/n) wykonujemy n-razy na sekund¦, a czas

oczekiwania na pierwszy sukces Xn mierzymy w sekundach. Znajd¹ dystrybuant¦ FXn
i oblicz granic¦

limn→∞ FXn
(t), t ∈ R.
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Zad 5 Dystrybuanta rozkªadu µ dana jest wzorem

Fµ =


0 dla x < 0,

0.1 + x dla 0 6 x < 0.5,

0.4 + x dla 0.5 6 x < 0.55,

1 dla x > 0.55.

Wyznaczy¢ µ( 1
2 ), µ([0, 1

2 ]), µ((0, 0.55)).

Zad 6 W Szu�andii najni»sza pªaca wynosi 10, a maksymalna 100. Szansa, »e dostaniemy wi¦cej ni»

x, x ∈ (10, 100) wynosi (x−100)(x−110)
9000 . Znajd¹ g¦sto±¢ tego rozkªadu.

Zad 7 Przypu±¢my, »e F (t) = 0 dla t 6 0 i F (t) = 1 dla t > 1. Na przedziale [0, 1] F (t) = at2 + bt + c.

Poka», »e F mo»e by¢ dystrybuanta rozkªadu tylko wtedy gdy c = 0, a + b = 1, a > −1 i b > 0.

Zad 8 Poka», »e µX(−∞, t) = FX(t−) oraz µ({x}) = FX(t)− FX(t−).

Zad 9 Udowodnij, »e FX ma wªasno±ci

• FX jest niemalej¡ce, to znaczy je±li s 6 t, to FX(s) 6 FX(t);

• limt→∞ FX(t) = 1, limt→−∞ FX(t) = 0;

• Poka», »e FX jest prawostronnie ci¡gªa. To znaczy lims→t+ FX(s) = F (t).

Zad 10 Niech Ω = [0, 1] × [0, 1] b¦dzie kwadratem z miar¡ jednostajnie rozªo»on¡. Niech X(ω) b¦dzie

odlegªo±ci¡ ω ∈ Ω od najbli»szej kraw¦dzi w kwadracie. Policz FX .

Zad 11 Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej losowej Y = 3X − 5, je»eli X ma rozkªad wykªadniczy z parame-

trem α.

Zad 12 Poka», »e istniej¡ dwie ró»ne zmienne losowe X, X ′, (zbudowane na tej samej przestrzeni

probabilistycznej) które maj¡ ten sam rozkªad. To znaczy µX = µX′ .

Zad 13 Poka», »e dystrybuanta FX jest ci¡gªa w punkcie t wtedy i tylko wtedy, gdy PX({t}) = 0.

Zad 14 Podaj przykªad dystrybuanty, której zbiór punktów nieci¡gªo±ci jest g¦sty.

Zad 15 Wyka», »e rozkªady geometryczny i wykªadniczy maj¡ wªasno±¢ braku pami¦ci to znaczy

P(X > t + s|X > t) = P(X > s),

gdzie w przypadku rozkªadu geometrycznego s, t ∈ N, w przypadku wykªadniczego s, t ∈ R+.

Zad 16 Ci¡gªa dystrybuanta F ma pochodn¡ g (w ka»dym punkcie). Poka», »e g jest g¦to±ci¡ dla dys-

trybuanty F .

Zad 17 Niech X ma rozkªad N (0, 1). Wyznaczy¢ dystrybuanty i g¦sto±ci (je±li istniej¡) dla (a) Y = eX ,

(b) Y = X2.
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