Zadania z RP 1. Seria 5. Niezalezno$é zdarzen
1. Niezalezno$é zdarzen
Definicja 1 Zdarzenia A i B nazywamy niezaleznymi, gdy P(AN B) = P(A)P(B).

Zad 1 Niech ) bedzie zbiorem n elementowym, A, B C ) niezalezne. Pokaz, Ze jesli A ma i elementow
wowczas B musi mieé j = kn(NWD(i,n))~t elementéw, gdzie k € {0,1,..., NWD(i,n)}.

Zad 2 Niech A, B,C bedg niezalezne. Pokaz, ze (a) A, BNC sq niezalezne; (b) A, BUC sq niezalezne;
(c) A, B\C sq niezalezine.

Zad 3 Kierowcy dzielg sie na ostroznych (jest ich 95% i taki kierowca powoduje wypadek w ciggu roku
z prawdopodobieristwem 0,01) i piratéw (jest ich 5%, szansa na wypadek w ciggu roku 0,5). Wybrany
losowo kierowca nie spowodowat wypadku w roku 1998 ani 1999. Jaka jest szansa, zZe spowoduje wypadek
w roku 20007

Zad 4 Adam, Barnaba i Czestaw strzelajg do tarczy; szansa trafienia wynosi p. Wiadomo, zZe dwdch
trafito Wybierz wtasciwa odpowiedz: (a) jest wieksza szansa, zZe Czestaw trafit; (b) jest wicksza szansa,
ze Czestaw nie trafil; (c) szanse sq réwne.

Zad 5 Krol Artur urzqdza turniej rycerski, w ktorym rycerze spotykajg sie systemem turniejowym. Obaj
uczestnicy kazdego pojedynku majg rowne szanse na zwyciestwo. Wsréd 2™ uczestnikow jest dwoch braci.

Jakie jest prawdopodobienistwo, Ze sie spotkajg w pojedynku?

Zad 6 W meczu pitki noznej z prawdopodobieristwem % wygrajg goscie, % gospodarze, a z prawdopodo-
bieristwem % bedzie remis. Obliczyé prawdopodobienistwo, ze w 14 meczach bedzie 7 zwyciestw gospodarzy

1 3 remisy.
2. Lemat o 7 i A ukladach
Definiujemy
1. m uklad II: jesli A,B €1, to AN B € 1l.
2. Muktad A: 0,2 € A; jesli A€ A, to A’ € Ajjesli A; € Aoraz Ay C Ay C...,to JA; €A

Lemat 1 Jesli A uktad A zawiera m uktad 11, to zawiera réwniez o(II).

Zad 7 Pokaz, ze dwie miary probabilistyczne p,v na prostej R z o-ciatem Borelowskim sq rowne jesl
pu(—00,t] = v(—o0,t] dla kazdej liczby t € R.

Zad 8 Funkcje X : Q € R nazywamy Borelowskq jesli X ~1(A) € F, dla kazdego A € B(R), gdzie F

jest pewnym o-ciatem na Q. Pokaz, ze wystarczy sprawdzi¢ warunek dla kazdego A = (—o0,t], t € R.

3. Schemat Bernouliego
Schematem Bernouliego nazywamy ciag niezaleznych powtoérzen tego samego doswiadczenia o dwoch
mozliwych wynikach, nazywanych umownie sukcesem i porazka. Poszczegélne do§wiadczenia bedziemy

nazywaé¢ prébami Bernouliego.

Twierdzenie 1 Prawdopodobienstwo zajscia doktadnie k sukcesow w schemacie Bernoulliego n prob z

prawdopodobienistwem sukcesu w pojedynczej prébie réwnym p wynosi (Z)pk(l —p)nk.



Zad 9 Rzucono 10 razy kostkq. Jaka jest szansa otrzymania
e 6 oczek co najmniej raz?

e 5 oczek co najmniej raz?

Zad 10 Dwie osoby rzucajg n razy symetryczng monetq. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kazda z nich

otrzyma te samg liczbe ortow?

Zad 11 Obliczyé prawdopodobieristwo otrzymania parzystej liczby sukceséw w ciggu n préb Bernouliego

z prawdopodobieristwem sukcesu w pojedynczej probie réwnym p.

Zad 12 Jakie jest prawdopodobienistwo, ze przy wielokrotnym rzucaniu parqg kostek szeSciennych suma

oczek 8 wypadnie przed sumgq oczek 7.

Zad 13 Rzucamy monetq tak dlugo, az wypadnie orzel. Jaka jest szansa, ze gra sie zakonczy po parzystej

liczbie rzutow?

4. Lemat Borela-Canteli

Definiujemy zdarzenia

limsup 4,, := ﬁ G A,, liminf A, := Ej ﬁ A,

m=1n=m m=1n=m

Lemat 2 1. Jesli >.°7 | P(A,) < oo, to P(limsup 4,,) = 0.

n=1

2. Jesli zdarzenia Ay, As, ... sq niezalezne iy . P(A,) =00, to P(limsup 4,) =1

n=1

Zad 14 Pokaz, ze w nieskoriczonym ciggu préb Bernouliego cigg ROOOR powtdrzy sie nieskoriczong

liczbe razy.

Zad 15 Zdarzenia A; sq niezalezne i majg rézne p-stwa. Jaka jest szansa, ze zajdzie nieskoriczenie wiele

sposrod nich?

Zad 16 Rzucamy monetq nieskoriczenie wiele razy. Niech A, oznacza, Ze w pierwszych n rzutach byto

tyle samo ortéw co reszek. Wykazadé, ze z p-stwem 1 zachodzi nieskoniczenie wiele zdarzen A,,.



