
Zadania z RP 1. Seria 5. Niezale»no±¢ zdarze«

1. Niezale»no±¢ zdarze«

De�nicja 1 Zdarzenia A i B nazywamy niezale»nymi, gdy P(A ∩B) = P(A)P(B).

Zad 1 Niech Ω b¦dzie zbiorem n elementowym, A,B ⊂ Ω niezale»ne. Poka», »e je±li A ma i elementów

wówczas B musi mie¢ j = kn(NWD(i, n))−1 elementów, gdzie k ∈ {0, 1, ..., NWD(i, n)}.

Zad 2 Niech A,B, C b¦d¡ niezale»ne. Poka», »e (a) A,B ∩C s¡ niezale»ne; (b) A,B ∪C s¡ niezale»ne;

(c) A,B\C s¡ niezale»ne.

Zad 3 Kierowcy dziel¡ si¦ na ostro»nych (jest ich 95% i taki kierowca powoduje wypadek w ci¡gu roku

z prawdopodobie«stwem 0, 01) i piratów (jest ich 5%, szansa na wypadek w ci¡gu roku 0, 5). Wybrany

losowo kierowca nie spowodowaª wypadku w roku 1998 ani 1999. Jaka jest szansa, »e spowoduje wypadek

w roku 2000?

Zad 4 Adam, Barnaba i Czesªaw strzelaj¡ do tarczy; szansa tra�enia wynosi p. Wiadomo, »e dwóch

tra�ªo Wybierz wªa±ciw¡ odpowied¹: (a) jest wi¦ksza szansa, »e Czesªaw tra�ª; (b) jest wi¦ksza szansa,

»e Czesªaw nie tra�ª; (c) szanse s¡ równe.

Zad 5 Król Artur urz¡dza turniej rycerski, w którym rycerze spotykaj¡ si¦ systemem turniejowym. Obaj

uczestnicy ka»dego pojedynku maj¡ równe szanse na zwyci¦stwo. W±ród 2n uczestników jest dwóch braci.

Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e si¦ spotkaj¡ w pojedynku?

Zad 6 W meczu piªki no»nej z prawdopodobie«stwem 1
6 wygraj¡ go±cie, 1

2 gospodarze, a z prawdopodo-

bie«stwem 1
3 b¦dzie remis. Obliczy¢ prawdopodobie«stwo, »e w 14 meczach b¦dzie 7 zwyci¦stw gospodarzy

i 3 remisy.

2. Lemat o π i λ ukªadach

De�niujemy

1. π ukªad Π: je±li A,B ∈ Π, to A ∩B ∈ Π.

2. λ ukªad Λ: ∅,Ω ∈ A; je±li A ∈ Λ, to A′ ∈ Λ; je±li Ai ∈ Λ oraz A1 ⊂ A2 ⊂ ..., to
⋃

Ai ∈ Λ

Lemat 1 Je±li λ ukªad Λ zawiera π ukªad Π, to zawiera równie» σ(Π).

Zad 7 Poka», »e dwie miary probabilistyczne µ, ν na prostej R z σ-ciaªem Borelowskim s¡ równe je±li

µ(−∞, t] = ν(−∞, t] dla ka»dej liczby t ∈ R.

Zad 8 Funkcj¦ X : Ω ∈ R nazywamy Borelowsk¡ je±li X−1(A) ∈ F , dla ka»dego A ∈ B(R), gdzie F
jest pewnym σ-ciaªem na Ω. Poka», »e wystarczy sprawdzi¢ warunek dla ka»dego A = (−∞, t], t ∈ R.

3. Schemat Bernouliego

Schematem Bernouliego nazywamy ci¡g niezale»nych powtórze« tego samego do±wiadczenia o dwóch

mo»liwych wynikach, nazywanych umownie sukcesem i pora»k¡. Poszczególne do±wiadczenia b¦dziemy

nazywa¢ próbami Bernouliego.

Twierdzenie 1 Prawdopodobie«stwo zaj±cia dokªadnie k sukcesów w schemacie Bernoulliego n prób z

prawdopodobie«stwem sukcesu w pojedynczej próbie równym p wynosi
(
n
k

)
pk(1− p)n−k.
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Zad 9 Rzucono 10 razy kostk¡. Jaka jest szansa otrzymania

• 6 oczek co najmniej raz?

• 5 oczek co najmniej raz?

Zad 10 Dwie osoby rzucaj¡ n razy symetryczn¡ monet¡. Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e ka»da z nich

otrzyma t¦ sam¡ liczb¦ orªów?

Zad 11 Obliczy¢ prawdopodobie«stwo otrzymania parzystej liczby sukcesów w ci¡gu n prób Bernouliego

z prawdopodobie«stwem sukcesu w pojedynczej próbie równym p.

Zad 12 Jakie jest prawdopodobie«stwo, »e przy wielokrotnym rzucaniu par¡ kostek sze±ciennych suma

oczek 8 wypadnie przed sum¡ oczek 7.

Zad 13 Rzucamy monet¡ tak dªugo, a» wypadnie orzeª. Jaka jest szansa, »e gra si¦ zako«czy po parzystej

liczbie rzutów?

4. Lemat Borela-Canteli

De�niujemy zdarzenia

lim sup An :=
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

An, lim inf An :=
∞⋃

m=1

∞⋂
n=m

An

Lemat 2 1. Je±li
∑∞

n=1 P(An) < ∞, to P(lim sup An) = 0.

2. Je±li zdarzenia A1, A2, ... s¡ niezale»ne i
∑∞

n=1 P(An) = ∞ , to P(lim supAn) = 1

Zad 14 Poka», »e w niesko«czonym ci¡gu prób Bernouliego ci¡g ROOOR powtórzy si¦ niesko«czon¡

liczb¦ razy.

Zad 15 Zdarzenia Ai s¡ niezale»ne i maj¡ ró»ne p-stwa. Jaka jest szansa, »e zajdzie niesko«czenie wiele

spo±ród nich?

Zad 16 Rzucamy monet¡ niesko«czenie wiele razy. Niech An oznacza, »e w pierwszych n rzutach byªo

tyle samo orªów co reszek. Wykaza¢, »e z p-stwem 1 zachodzi niesko«czenie wiele zdarze« An.
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