Zadania z RP 1. Seria 11. Mocne prawo wielkich liczb

Rodzaje zbieznosci zmiennych losowych
Niech X,, bedzie ciagiem zmiennych losowych, zbudowanych na przestrzeni probabilistycznej (2, F, P).
Mozemy wyroznié¢ trzy rodzaje zbieznosci zmiennych losowych:

e Zbieznosé prawie na pewno: X, "5 X = P({w € Q: lim, .o Xp(w) = X(w)}) = 1.

e Zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa: X, PEX e Ve> 0, lim, o P(| X, — X| >¢€) =0.

e Zbieznos¢ wedlug p-tego momentu (p > 0): X, = QPN lim, - E|X,, — X|P =0.
Twierdzenie 1 Zachodzq nastepujgce relacje pomiedzy zmiennymi rodzajami zbieznosci:

o Zbieznosé p.n. implikuje zbieinosé wedtug P: X, ™5 X = X, P x.

o Zbieznosé wedtug P, implikuje istnienie podciggu zbieinego p.n.: X, Ex=73 (nk) Xn, 2EX.

o Zbieznosé L, implikuje zbieznosé wedtug P: X, Iz X=X, Ex.

o Zbieznosé wedtug P ani zbieznosé L, nie implikujg zbieznosci p.n..

o Bez dodatkowych zatozen zbieznosé p.n. ani zbieznosé P nie implikujq zbieznosci Ly,

Twierdzenie 2 Prawo 0 — 1 Kotmogorowa. Jesli zmienne losowe X,, sq¢ niezaleine, a zdarzenie A jest
mierzalne wzgledem kazdego o-ciata ogonowego (tj. o(Fpn, Fri1,---), gdzie Fr, = 0(X,)), to P(A) = 0 lub
P(A) = 1. W ludzkim jezyku oznacza to, ze zdarzenie A zalezgce jedynie od dowolnie dalekich zmiennych
X, jest albo pewne albo niemozliwe.

Zad 1 Udowodnij prawo 0 — 1 Kotmogorowa.
Niech S, :== X1 + ... + X,,.

Zad 2 Pokaz, zZe dla ciggu zmiennych niezaleznych X,, z p-stwem 1 albo z p-stwem réwnym 0:

Sn

e limsup % <a, a € R; liminf =

>a,acR;

e istnieje skoriczona granica lim,,_, ST,n; istnieje skoriczona suma szeregu Zf;l.

Zad 3 Udowodnij nastepujgca nierownosé Kotmogorowa. Jesli Xy, ..., X,, sq niezaleznymi zmiennyms,
EX; =0, EX? < oo, to dla kazdego € > 0

ES?
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P(max|S;| > ¢) <

<n

Zad 4 Wywnioskuj z poprzedniego zadania twierdzenie o dwdch szeregach. Jesli X,, niezalezne, > - EX,,
> D2X,, zbiesine, to szereg S o, X, jest zbieiny p.n.
n=0 n=0

Zad 5 Niech X(©) = X1x|<c- Z lematu BC udowodnij twierdzenie Kotmogorowa o trzech szeregach.
Warunkiem koniczenym zbieznosci p.n. szeregu niezaleznych zmiennych losowych ZZOZO X, jest zbiez-
n0$¢ dla kazdego ¢ > 0 szeregow

oo oo 00
D_EX Y DX Y P(IXa| > o),
n=1 n=1 n=1

a warunkiem dostatecznym jest zbiezno$é tych szeregéw przy pewnym ¢ > 0.



Zad 6 Zbadaj zbieino$é szeregu Y X, niezaleznych zmiennych losowych, gdy:
L P(X, =27 = P(X, =0) = 1,

2. P(X,=1)=1-P(X,, =0) =

1
ot

Zad 7 Niech X, bedg niezalezne i majg ten sam rozktad P(X, = 1) = P(X,, = —1) = 1 (zmienne
0o 2

Rademachera). Udowodnij, ze Y oo | an X, jest zbiezny p.n wtedy i tylko wtedy, gdy > - a2 < oo, to.

n=0"n

Zad 8 (bardzo trudne) Zdefiniujmy Y =Y~ | A" X,,, gdzie X,, zmienne Rademachera. Wiemy, ze dla
0 < A < 1Y jest dobrze okreslone. Udowodnij (korzystajac z prawa 0—1 Kotmogorowa), Ze Y ma rozktad
albo absolutnie ciggly wg. miary Lebsque’a (ma gestosé), albo singularny wzgledem miary Lebesgue’a.

Uwaga 1 Erdos wykazat, zZe parametry A dla ktorych Y ma rozktad singularny majg miare Lebesgue’a
0. Ich doktadna postaé nie jest wszakze znana (znamy liczne przyktady).

Prawa wielkich liczb
Niech X,, beda zmiennymi losowymi. Oznaczmy S,, = X; + ... + X,,. Jednym z wazniejszych twierdzen

klasycznego rachunku prawdopodobienstwa jest MPWL:

Twierdzenie 3 Jesli X,, stanowiq cigg niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie (tj

Lx, = jix, = ...) 0 skoticzonej wartosci oczekiwanej (tj. EX; = EXy = ... < 00), to lim,, o 2= = EX;

n
p.n.

Zad 9 Znacznie tatwiej udowodnié stabe prawo wielkich liczb SPWL. Niech X; bedqg niezalezne o tym

samym rozktadzie. Pokaz, Ze jesli istnieje E|X,|? wowczas lim,, o ‘S;L = EX; wedtug P. Zauwaz, ze
. . . . . . . . . . . 2
SPWL zachodzi bez zatozenia niezaleznos$ci, przy zatozeniu, ze lim, . ann =0.

Zad 10 Pierwszym krokiem na drodze do wykazania M PW L jest nastepujgce twiedzenie Kotmogorowa.

o DX .
n=0 52 - < 00 Korzystajgc z

Przypusémy, ze X, sq niezalezne i niech b, bedzie ciggiem takim, ze

twierdzenia Toeplitza (z Analizy 1) udowodnij, ze lim,, % =0.

W szczegolnosei jesli Y07 Dii(" < 00, to X,, spelnia MPWL.
Zad 11 Niech X, bedg niezalezne o tym samym rozktadzie. Pokaz, Ze definujoc Y, = X,1|x,|<n do-

. . . . . . 2
stajemy niezalezne zmienne takie, ze >~ Dngf" < 0.

Zad 12 Reszte dowodu MPWL stanowi umiejetne zastosowanie lematu Borela-Canteli. Udowodnij, Ze

S P(X, #Y,) < oo i wywnioskuj sted, ze lim, .o % = EX; wtedy i tylko wtedy, gdy
> BY;

- = EX,. Zatem na mocy poprzedniego

lim,, % = EX;. Nastepni pokaz, ze lim, oo
zadania dostajermny MPWL.

Zad 13 Niech X,, bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi, P(X, = 1) = P(X,, = —1) = p,, P(X,, =
0) = 1 — 2p,. Korzystajgc z lematuw BC znajdz warunek konieczny i dostateczny, by cigg X,, speiniat
MPWL.

Zad 14 Niech X,,, n = 1,2, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowyms takimi, Ze

1 1
2(n+1)log(n+1)’ P(Xn=0)=1- (n+1)log(n+1)°

Pokaz, ze X,, spetnia SPWL, a nie spetnia MPWL.

PX,=n+1)=P(X,,=—-(n+1)) =




