
Zadania z RP 1. Seria 11. Mocne prawo wielkich liczb

Rodzaje zbie»no±ci zmiennych losowych

Niech Xn b¦dzie ci¡giem zmiennych losowych, zbudowanych na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P).
Mo»emy wyró»ni¢ trzy rodzaje zbie»no±ci zmiennych losowych:

• Zbie»no±¢ prawie na pewno: Xn
p.n.→ X ⇐⇒ P({ω ∈ Ω : limn→∞Xn(ω) = X(ω)}) = 1.

• Zbie»no±¢ wedªug prawdopodobie«stwa: Xn
P→ X ⇐⇒ ∀ ε > 0, limn→∞P(|Xn −X| > ε) = 0.

• Zbie»no±¢ wedªug p-tego momentu (p > 0): Xn
Lp→ X ⇐⇒ limn→∞E|Xn −X|p = 0.

Twierdzenie 1 Zachodz¡ nast¦puj¡ce relacje pomi¦dzy zmiennymi rodzajami zbie»no±ci:

• Zbie»no±¢ p.n. implikuje zbie»no±¢ wedªug P: Xn
p.n.→ X ⇒ Xn

P→ X.

• Zbie»no±¢ wedªug P, implikuje istnienie podci¡gu zbie»nego p.n.: Xn
P→ X ⇒ ∃ (nk) Xnk

p.n.→ X.

• Zbie»no±¢ Lp implikuje zbie»no±¢ wedªug P: Xn
Lp→ X ⇒ Xn

P→ X.

• Zbie»no±¢ wedªug P ani zbie»no±¢ Lp nie implikuj¡ zbie»no±ci p.n..

• Bez dodatkowych zaªo»e« zbie»no±¢ p.n. ani zbie»no±¢ P nie implikuj¡ zbie»no±ci Lp

Twierdzenie 2 Prawo 0− 1 Koªmogorowa. Je±li zmienne losowe Xn s¡ niezale»ne, a zdarzenie A jest

mierzalne wzgl¦dem ka»dego σ-ciaªa ogonowego (tj. σ(Fn,Fn+1, ...), gdzie Fn = σ(Xn)), to P(A) = 0 lub

P(A) = 1. W ludzkim j¦zyku oznacza to, »e zdarzenie A zale»¡ce jedynie od dowolnie dalekich zmiennych

Xn jest albo pewne albo niemo»liwe.

Zad 1 Udowodnij prawo 0− 1 Koªmogorowa.

Niech Sn := X1 + ... + Xn.

Zad 2 Poka», »e dla ci¡gu zmiennych niezale»nych Xn z p-stwem 1 albo z p-stwem równym 0:

• lim sup Sn

n 6 a, a ∈ R; lim inf Sn

n > a, a ∈ R;

• istnieje sko«czona granica limn→∞
Sn

n ; istnieje sko«czona suma szeregu
∑∞

n=1.

Zad 3 Udowodnij nast¦puj¡ca nierówno±¢ Koªmogorowa. Je±li X1, ..., Xn s¡ niezaleznymi zmiennymi,

EXi = 0, EX2
i < ∞, to dla ka»dego ε > 0

P(max
k6n

|Sk| > ε) 6
ES2

n

ε2
.

Zad 4 Wywnioskuj z poprzedniego zadania twierdzenie o dwóch szeregach. Je±li Xn niezale»ne,
∑∞

n=0 EXn,∑∞
n=0 D2Xn zbie»ne, to szereg

∑∞
n=0 Xn jest zbie»ny p.n.

Zad 5 Niech X(c) = X1|X|6c. Z lematu BC udowodnij twierdzenie Koªmogorowa o trzech szeregach.

Warunkiem koniczenym zbie»no±ci p.n. szeregu niezale»nych zmiennych losowych
∑∞

n=0 Xn jest zbie»-

no±¢ dla ka»dego c > 0 szeregów

∞∑
n=1

EX(c)
n ,

∞∑
n=1

D2X(c)
n ,

∞∑
n=1

P(|Xn| > c),

a warunkiem dostatecznym jest zbie»no±¢ tych szeregów przy pewnym c > 0.
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Zad 6 Zbadaj zbie»no±¢ szeregu
∑

Xn niezale»nych zmiennych losowych, gdy:

1. P(Xn = 2−n) = P(Xn = 0) = 1
2 ,

2. P(Xn = 1) = 1−P(Xn = 0) = 1
n .

Zad 7 Niech Xn b¦d¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad P(Xn = 1) = P(Xn = −1) = 1
2 (zmienne

Rademachera). Udowodnij, »e
∑∞

n=1 anXn jest zbie»ny p.n wtedy i tylko wtedy, gdy
∑∞

n=0 a2
n < ∞, to.

Zad 8 (bardzo trudne) Zde�niujmy Y =
∑∞

n=1 λnXn, gdzie Xn zmienne Rademachera. Wiemy, »e dla

0 < λ < 1 Y jest dobrze okre±lone. Udowodnij (korzystaj¡c z prawa 0−1 Koªmogorowa), »e Y ma rozkªad

albo absolutnie ci¡gªy wg. miary Lebsgue'a (ma g¦sto±¢), albo singularny wzgl¦dem miary Lebesgue'a.

Uwaga 1 Erdos wykazaª, »e parametry λ dla których Y ma rozkªad singularny maj¡ miar¦ Lebesgue'a

0. Ich dokªadna posta¢ nie jest wszak»e znana (znamy liczne przykªady).

Prawa wielkich liczb

Niech Xn b¦d¡ zmiennymi losowymi. Oznaczmy Sn = X1 + ... + Xn. Jednym z wa»niejszych twierdze«

klasycznego rachunku prawdopodobie«stwa jest MPWL:

Twierdzenie 3 Je±li Xn stanowi¡ ci¡g niezale»nych zmiennych losowych o tym samym rozkªadzie (tj

µX1 = µX2 = ...) o sko«czonej warto±ci oczekiwanej (tj. EX1 = EX2 = ... < ∞), to limn→∞
Sn

n = EX1

p.n.

Zad 9 Znacznie ªatwiej udowodni¢ sªabe prawo wielkich liczb SPWL. Niech Xi b¦d¡ niezale»ne o tym

samym rozkªadzie. Poka», »e je±li istnieje E|Xn|2 wówczas limn→∞
Sn

n = EX1 wedªug P. Zauwa», »e

SPWL zachodzi bez zaªo»enia niezale»no±ci, przy zaªo»eniu, »e limn→∞
D2Sn

n2 = 0.

Zad 10 Pierwszym krokiem na drodze do wykazania MPWL jest nast¦puj¡ce twiedzenie Koªmogorowa.

Przypu±¢my, »e Xn s¡ niezale»ne i niech bn b¦dzie ci¡giem takim, »e
∑∞

n=0
D2Xn

b2n
< ∞. Korzystaj¡c z

twierdzenia Toeplitza (z Analizy 1) udowodnij, »e limn→∞
Sn−ESn

bn
= 0.

W szczególno±ci je±li
∑∞

n=0
D2Xn

n2 < ∞, to Xn speªnia MPWL.

Zad 11 Niech Xn b¦d¡ niezale»ne o tym samym rozkªadzie. Poka», »e de�nuj¡c Yn = Xn1|Xn|6n do-

stajemy niezale»ne zmienne takie, »e
∑∞

n=0
D2Yn

n2 < ∞.

Zad 12 Reszt¦ dowodu MPWL stanowi umiej¦tne zastosowanie lematu Borela-Canteli. Udowodnij, »e∑∞
n=0 P(Xn 6= Yn) < ∞ i wywnioskuj st¡d, »e limn→∞

X1+...+Xn

n = EX1 wtedy i tylko wtedy, gdy

limn→∞
Y1+...+Yn

n = EX1. Nast¦pni poka», »e limn→∞

Pn
i=1 EYi

n = EX1. Zatem na mocy poprzedniego

zadania dostajemy MPWL.

Zad 13 Niech Xn b¦d¡ niezaleznymi zmiennymi losowymi, P(Xn = 1) = P(Xn = −1) = pn, P(Xn =
0) = 1 − 2pn. Korzystaj¡c z lematu BC znajd¹ warunek konieczny i dostateczny, by ci¡g Xn speªniaª

MPWL.

Zad 14 Niech Xn, n = 1, 2, ... b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi takimi, »e

P(Xn = n + 1) = P(Xn = −(n + 1)) =
1

2(n + 1) log(n + 1)
, P(Xn = 0) = 1− 1

(n + 1) log(n + 1)
.

Poka», »e Xn speªnia SPWL, a nie speªnia MPWL.
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