
Zadania z RP 1. Seria 11. G¦sto±¢ warunkowa.

Niech (Ω,M,P) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡, X zmienn¡ losow¡ okre±lon¡ na tej przestrzeni.

Przypomnijmy, »e je±li E|X| < ∞, wtedy dla dowolnego F ⊂ M mo»na jednoznacznie zde�niowa¢

warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡ E(X|F) (zmienn¡ losow¡) za pomoc¡ warunków

• E(X|F) jest F mierzalna;

• dla ka»dego A ∈ F , E(1AE(X|F)) = E(1AX).

W szczególno±ci, gdy F = σ(Y ), wówczas stosujemy zapis E(X|Y ) = E(X|σ(Y )). Udowodnili±my, »e

E(X|Y ) = h(Y ), gdzie h jest funkcj¡ borelowsk¡, zatem mo»emy pisa¢ E(X|Y = y) jako warto±¢ h(y).

De�nicja 1 Prawdopodobie«stwem warunkowym zdarzenia A ∈ M pod warunkiem Y = y nazywamy

nast¦puj¡ca wielko±¢ E(1A|Y = y) i oznaczamy P(A|Y = y).

Zad 1 Niech Y b¦dzie zmienn¡ o rozkªadzie U [0, 1] - jednostajnym na odcinku [0, 1]. Je±li Y = x, to

rzucamy n razy monet¡, której szansa wypadni¦cia orªa wynosi x. Niech Sn oznacza liczb¦ wyrzuconych

orªów. Znajd¹ prawdopodobie«stwo P(Sn = k), k = 0, 1, 2, ..., n.

Zad 2 Udowodnij, »e je±li wektor (X, Y ) ma g¦sto±¢ f , to

P(X ∈ B|Y ) =

∫
B

f(x, Y )dx∫
R f(x, Y )dx

, E(ϕ(X)|Y ) =

∫
R ϕ(x)f(x, Y )dx∫

R f(x, Y )
,

dla takich funkcji borelowskich, »e E|ϕ(X)| < ∞. Gdy dla pewnego zdarzenia ω mamy
∫

R f(x, Y (ω))dx =
0, wtedy kªadziemy 0 w obu powy»szych wzorach.

De�nicja 2 Przy zaªo»eniach z powy»szego zadania wielko±¢ f(x,Y )R
R

f(x,Y )dx
nazywamy g¦sto±ci¡ warunkow¡

f(X|Y )(x).

Zad 3 Poka», »e je±li (X, Y ) jest wektorem normalnym N ((µ1, µ2),Cov), gdzie (µ1, µ2) jest wektorem

±rednich, Cov macierz¡ kowariancji wówczas

E(X|Y ) = µ1 +
Cov(X, Y )

D2Y
(Y − µ2).

Zad 4 Odcinek [0, 1] ªamiemy losowo na dwie cz¦±ci, nast¦pnie wi¦ksz¡ cz¦±¢ ªamiemy losowo na dwie.

Punkty ªamania maj¡ rozkªad jednostajny. Jaka jest szansa, »e ze zbudowanych odcinków mo»na zbudo-

wa¢ trójk¡t.

Zad 5 Niech X, Y , b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadach z g¦sto±ciami odp. g i h. Znajd¹

wzór na f(X|X + Y ).

Zad 6 Znajd¹ rozkªad warunkowy X pod warunkiem X +Y = t, je±li X, Y s¡ niezale»nymi zmiennymi

losowymi o rozkªadach:

• X ∼ N (0, λ2), Y ∼ N (0, µ2) (normalny z parametrami 0, λ2, 0, µ2)

• X ∼ E(λ), Y ∼ E(µ) (wykªadniczy z parametrami λ, µ)

• X ∼ P(λ), Y ∼ P(µ) (Poissona z parametrami λ, µ)
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Zad 7 Niech zmienna (X, Y ) ma rozkªad o g¦sto±ci f(x, y) = 8xy1{x>0,y>0,x2+y2<1}(x, y). Znajd¹

E(Y |X = 1
2 ).

Zad 8 Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie jednostajnym na U [0, 1]. Niech
ponadto U = min(X, Y ), V = max(X, Y ). Znale¹¢: a) E(U |V ), b) E(V |U), c) E(sin(UV )|U).

Zad 9 Niech X b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie Poissona z parametrem λ pod warunkiem X = n

Parametr λ jest zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie Γ(a, b) (rozkªad gamma). Oblicz P(X = k).

Zad 10 Wyznacz rozkªad warunkowy P(λ|X = n) oraz E(λ|X = n).

Zad 11 Niech X1, ..., Xn b¦d¡ zmiennymi losowymi postaci Xi = m + U + Vi, gdzie EU = EVi = 0,
D2U = u2, D2Vi = v2 oraz Cov(U, Vi) = 0. Znajd¹ prost¡ regresji liniowej dla zmiennych Xn+1,

Sn = X1 + ...Xn, to znaczy zmienn¡ aSn +b, gdzie a, b s¡ minimalizatorami funkcji E(Xn+1−aSn +b)2.
Dlaczego w przypadku gdy Ui, V maj¡ ª¡czny rozkªad gaussowski E(Xn+1|Sn) = aSn + b tzn. naszej

prostej regresji liniowej?

Zad 12 Niech P,Q b¦d¡ miarami probabilistycznymi na (Ω,M), dla których istnieje g¦sto±¢ dQ/dP =
Z > 0 P-p.n. Niech F ⊂M i niech EQ|X| < ∞. Wówczas

EQ(X|F) =
EP(XZ|F)
Ep(Z|F)

.
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