Zadania z RP 1. Seria 11. Gesto$¢é warunkowa.

Niech (92, M, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna, X zmienng losowa okreslong na tej przestrzeni.
Przypomnijmy, ze jesli E|X| < oo, wtedy dla dowolnego F C M mozna jednoznacznie zdefiniowaé

warunkowa, warto$é¢ oczekiwana E(X|F) (zmienna losowa) za pomoca warunkow
o E(X|F) jest F mierzalna;
o dla kazdego A € F, E(14E(X|F)) = E(14X).

W szczegolnosdcei, gdy F = o(Y), wowczas stosujemy zapis E(X|Y) = E(X|o(Y)). Udowodnilismy, ze
E(X|Y) = h(Y), gdzie h jest funkcja borelowsks, zatem mozemy pisa¢ E(X|Y = y) jako wartosé¢ h(y).

Definicja 1 Prawdopodobiernistwem warunkowym zdarzenia A € M pod warunkiem Y = y nazywamy

nastepujgca wielkosé E(14]Y =vy) i oznaczamy P(AlY =y).

Zad 1 Niech Y bedzie zmienng o rozktadzie U[0,1] - jednostajnym na odcinku [0,1]. Jesli Y = xz, to
rzucamy n razy monetq, ktorej szansa wypadniecia orta wynosi x. Niech S, oznacza liczbe wyrzuconych
ortéw. Znajdz prawdopodobieristwo P(S, = k), k=0,1,2,...,n.

Zad 2 Udowodnij, ze jesli wektor (X,Y) ma gestos$é f, to

_ fB f(x,Y)dx
B Jo f(x,Y)dz’ E

R )

dla takich funkcji borelowskich, ze E|o(X)| < co. Gdy dla pewnego zdarzenia w mamy [, f(z,Y (w))dx =

P(X € BlY)

0, wtedy ktadziemy 0 w obu powyzszych wzorach.

Definicja 2 Przy zatozeniach z powyzszego zadania wielkosé %
r I,

f(X\Y)(x)'

nazywamy gestosciqg warunkowq

Zad 3 Pokaz, ze jesli (X,Y) jest wektorem normalnym N ((u1, u2), Cov), gdzie (u1, pu2) jest wektorem
Srednich, Cov macierzq kowariancji wowczas

Cov(X,Y)

EX|Y) =
(XI¥) = + oL

(Y = pi2).

Zad 4 Odcinek [0,1] tamiemy losowo na dwie czesci, nastepnie wiekszq czesé tamiemy losowo na dwie.
Punkty tamania majg rozklad jednostajny. Jaka jest szansa, zZe ze zbudowanych odcinkéw mozna zbudo-
wad trojkgt.

Zad 5 Niech X,Y, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadach z gestosciami odp. g i h. Znajdz
wzor na f(X|X +7Y).

Zad 6 Znajdz rozktad warunkowy X pod warunkiem X +Y =t, jesli X, Y sq niezaleznymi zmiennymi

losowymi o rozktadach:
o X ~N(0,\2),Y ~ N(0,u?) (normalny z parametrami 0,2, 0, u?)
e X ~E(N),Y ~&(n) (wyktadniczy z parametrami A, (1)

e X ~P(N),Y ~P(u) (Poissona z parametrami A, )



Zad 7 Niech zmienna (X,Y) ma rozktad o gestosci f(x,y) = 8xyliz>0,y>0224+y2<1}(T,y). Znajdz
E(Y|X = 3).

Zad 8 Niech X,Y bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na U[0,1]. Niech
ponadto U = min(X,Y), V = max(X,Y). Znalezé: o) E(U|V), b) E(V|U), ¢) E(sin(UV)|U).

Zad 9 Niech X bedzie zmienng losowq o rozktadzie Poissona z parametrem A pod warunkiem X = n

Parametr ) jest zmienng losowq o rozktadzie T'(a,b) (rozktad gamma). Oblicz P(X = k).
Zad 10 Wyznacz rozktad warunkowy P(A|X = n) oraz E(A\|X = n).

Zad 11 Niech Xy, ..., X, bedg zmiennymi losowymi postaci X; = m + U + V;, gdzie EU = EV; = 0,
D2U = u?, D?V; = v? oraz Cov(U,V;) = 0. Znajd? prostq regresji liniowej dla zmiennych X, 1,
S, = X1+..X,, to znaczy zmienng aS, +b, gdzie a,b sq minimalizatorami funkcji B(X, 11 —aS, +b)?.
Dlaczego w przypadku gdy U;, V' majg taczny rozktad gaussowski E(X,4+1|Sn) = aS, + b tzn. naszej
prostej regresji liniowej?

Zad 12 Niech P, Q bedg miarami probabilistycznymi na (Q, M), dla ktérych istnieje gestosé dQ/dP =
Z >0 P-p.n. Niech F C M i niech Eq|X| < co. Wowczas

Ep(XZ|F)
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