
Zadania z RP 1. Seria 10. Warunkowa warto±¢ oczekiwana.

Zad 1 W schemacie Bernouliego oblicz warto±¢ oczekiwan¡ liczby rzutów przeprowadzanych a» do wy-

padni¦cia

1. dwóch sukcesów

2. dwóch sukcesów i pora»ki.

Zad 2 Poka», »e je±li Y jest ograniczon¡ zmienn¡ losow¡ F mierzaln¡, to

E(XY |F) = Y E(X|F).

Zad 3 Udowodnij warunkow¡ nierówno±¢ Jensena. Je±li funkcja ϕ : R → R jest wypukªa, a zmienne

losowe X i ϕ(X) s¡ klasy L1

ϕ(E(X|F)) 6 E(ϕ(X)|F), p.n.

Zad 4 Niech Y b¦dzie zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w Rn, X - zmienn¡ losow¡ mierzaln¡ wzgl¦dem

σ(Y ). Wówczas istnieje funkcja borelowska h : Rn → R taka, »e X = h(Y ).

Zad 5 X i Y s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi, f - funkcj¡ borelowsk¡. Wykaza¢, »e

E(f(X, Y )|Y = t) = Ef(X, t).

Zad 6 De�niujemy warunkow¡ warto±¢ oczekiwan¡

D2(X|F) = E((X −E(X|F))2|F).

Pokaza¢, »e D2(X) = E(D2(X|F)) + D2(E(X|F)).

Zad 7 Niech Ω = [0, 1]× [0, 1], P - miara Lebesgue'a na [0, 1]× [0, 1]. Znale¹¢ E(f |F), je±li

1. f(x, y) = x, F jest σ-ciaªem generowanym przez y;

2. f(x, y) = x− y, F jest σ-ciaªem generowanym przez x + y;

3. f(x, y) = x2y, F jest σ-ciaªem generowanym przez y.

Zad 8 X, Y s¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie i sko«czonej warto±ci ocze-

kiwanej. Wyznaczy¢ E(X|X + Y ).

Zad 9 Niech X1, X2, ... b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie, E|X1| < ∞.

Wyznaczy¢ E(X1|Fn), E(
∑n

i=1 aiXi|Fn), gdzie

Sn = X1 + ... + Xn, Fn = σ(Sn, Sn+1, ...),
n∑

i=1

ai = 1.

Zad 10 Znale¹¢ rozkªad warunkowy X pod warunkiem X + Y = t, je±li X, Y s¡ niezale»nymi zmien-

nymi losowymi o tym samym rozkªadzie: a) N (0, λ2), b) wykªadniczym z parametrem λ, c) Poissona z

parametrem λ.

Zad 11 Udowodni¢ (nie korzystaj¡c z g¦sto±ci warunkowych), »e je±li X, Y ma rozkªad normalny o

±redniej 0, to

E(X|Y ) =
EXY

EY 2
Y.
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