Zadania z RP 1. Seria 10. Warunkowa wartos$é oczekiwana.

Zad 1 W schemacie Bernouliego oblicz wartosé oczekiwang liczby rzutow przeprowadzanych az do wy-

padniecia
1. dwdch sukcesow
2. dwdch sukcesow i porazki.
Zad 2 Pokaz, zZe jesli Y jest ograniczong zmienng losowg F mierzalng, to
E(XY|F) =YE(X|F).

Zad 3 Udowodnij warunkowq nieréuwno$é Jensena. Jesli funkcja ¢ : R — R jest wypukta, a zmienne
losowe X i p(X) sq klasy L'
P(B(X|F)) < E(p(X)|F), pn.

Zad 4 Niech Y bedzie zmienng losowg o warto$ciach w R™, X - zmienng losowqg mierzalng wzgledem
o(Y). Wowczas istnieje funkcja borelowska h : R™ — R taka, Ze X = h(Y).

Zad 5 X iY sq niezaleznymi zmiennymi losowymi, [ - funkcjq borelowskq. Wykazaé, ze
E(f(X,Y)|Y = 1) = Ef(X.1).
Zad 6 Definiujemy warunkowq wartosé oczekiwang
D2(X|F) = B((X — E(X|F))2|F).
Pokazaé, ze D*(X) = E(D*(X|F)) + D*(E(X|F)).
Zad 7 Niech Q =1[0,1] x [0,1], P - miara Lebesgue’a na [0,1] x [0,1]. Znalezé E(f|F), jesli
1. f(z,y) =z, F jest o-ciatem generowanym przez y;
2. f(x,y) =x —y, F jest o-ciatem generowanym przez x + y;
3. f(z,y) = 22y, F jest o-ciatem generowanym przez y.

Zad 8 X,Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie i skoriczonej wartosci ocze-
kiwanej. Wyznaczyé E(X|X +Y).

Zad 9 Niech X1, Xo, ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie, E|X1| < oo.
Wyznaczyé E(X1|Fy), BE(X 1, a;: X;|Fy), gdzie

n
Sn = Xl + ... +Xn7 .7:” = O'(Sn, Sn+1, ), Zai =1.
i=1

Zad 10 Znalezé rozktad warunkowy X pod warunkiem X +Y = t, jesli X|Y sq niezaleznymi zmien-
nymi losowymi o tym samym rozktadzie: a) N'(0,)?), b) wyktadniczym z parametrem )\, c¢) Poissona z

parametrem \.

Zad 11 Udowodnié (nie korzystajgc z gestosci warunkowych), ze jesli XY ma rozktad normalny o
Sredniej 0, to

E(X|Y) = =Y.



