Zadania z RP1. Seria 1. Definicja Prawdopodobieristwa

Paradoksy Kawalera de Mere jako przyklad, ze trzeba podaé Scista definicje prawdopdobienistwa i umie¢

wybraé dobry opis zjawiska.

Zad 1 Przy rzucie trzema kostakami sume 11 ¢ 12 oczek mozna otrzymacé na tyle samo sposobow. Dla-
czego czeSciej wypada suma 117

Zad 2 Co jest bardziej prawdopodobne: uzyskanie co najmniniej jednej jedynki przy rzucie 4 kostakami,
czy co najmniej raz dwdch jedynek na obu kostkach przy 24 rzutach dwiema kostkami?

Do zdefiniowania prawdopodobienistwa potrzeba trojki: (Q, F,P). Aksjomaty dla F: F # ()
1. Jesli A e F, to A’ € F;
2. Jesli A; e Fdlai=1,2,..., to Ujoy A; € F.
Zad 3 Niech A, B,C bedq zdarzeniami. Zapisaé za pomocq dziatan na zbiorach nastepujgce zdarzenia:
1. zachodzi doktadnie jedno ze zdarzen A, B,C;
2. zachodzq doktadnie dwa sposrod zdarzen A, B,C';
3. zachodzq co najmniej dwa sposrdd zdarzen A, B, C.
Zad 4 Pokazaé, 2e AUBUC =(ANB'NC"Y, AnNBNC=(AUB UC").
Zad 5 Ktore z ponizszych réwnosci sq spetnone dla dowolnych A, B,C':
1. AuUBNC)=(AuB)NC;
2. A\(BNnC) = (A\B)U (A\C).
Zad 6 Ile jest wszystkich mozliwych o-ciat, jesli Q ma n elementéw?
Aksjomaty dla P : F — R,
1. P(Y) =1;
2. Jesli A; e Fdlai=1,2,...,0oraz ;N A; =0 dlai#j,to P(U;2, 4i) = > ey P(A)).
Zad 7 Udowodnié, ze
1. P(0) =0;
2. Jesli Ay, As, ..., A, sq parami roztgezne, to P(U;_, Ai) = > P(A;) (skoticzona addytywnosé);
3. P(A)=1-P(A4);

4. Jesli A C B, to P(B\A) =P(B) — P(A) oraz P(A) < P(B);



Zad 8 Udowodnij wzor wltgczen i wytgczen w wersji dla trzech zbioréw: A, B,C
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(BNC)-—P(CNA)+P(ANBNC).

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 Wzor wigczen i wytgczer

P(AU..UA) = Y PA)— Y P(A,NA,)+..+ (-1)""PA N..NA,).

1<i<n 1<i1<ia<n

Zadania dotyczace wtasnosci funkcji prawdopodobienstwa.

Zad 9 Udowodnié, ze P(A1 U...UA,) < P(A1) +... + P(A,).

Zad 10 Udowodnié, ze max{P(A),P(B)} > P(AUB) > P(A) + P(B) — 1.

Zad 11 Dane sq P(A') =1, P(ANB) =1 i P(AUB) = 2. Obliczyé¢ P(B'), P(ANB").

Zad 12 Mamy zdarzenia A; 1 < i < n. Wiemy, Ze jedno z nich zachodzi i nie zachodzq jednoczesnie
wiecej niz dwa zdarzenia. Ponadto P(A;) =p, P(A;NA;) =q i # j. Pokaz, Zep >1/n, ¢ <2/n.

Zad 13 Niech Ay bedzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez k. Wykazaé, ze N nie istnieje takie
p-stwo P, ze P(Ax) = 1/k dla k > 1.

2. Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Jesli  jest zbiorem skoriczonym i sklada si¢ z rownoprawdopodobnych zdarzen, to P(A) = |A|/|Q].
Zad 14 Jaka jest szansa otrzymania pieciu pikéw w grze w brydza? Wyrzucenia trzech ortéw w siedmiu

rzutach monetq.

Zad 15 Rzucono trzema rozroznialnymi kostkami. Jakie jest prawdopodobieristwo wyrzucenia trzech

oczek na co najmniej jednej z nich, jesli suma wyrzuconych oczek wynosi 107

Zad 16 Rzucamy dwiema kostkami. Obliczyé prawdopobieristwo, ze iloczyn liczb uzyskanych na kostkach

jest liczbg parzystq.

Zad 17 Z urny zawierajgcej n biatych i n czarnych kul pobieramy losowo parzystq liczbe kul (probki sq
jednakowo prawdopodobne). Znalezé prawdopodobienistwo, ze wiréd wyjetych kul bedzie réwna liczba kul

czarnych i biatych.

Zad 18 Ustawiamy 10 dziewczyn i 3 chlopcow w okregu. Jakie jest p-stwo, ze chtopcy nie siedzq obok
siebie?

Zad 19 Mamy 5 réznych kart. Losujemy ze zwracaniem 6. Jakie jest prawdopdobienstwo, ze wylosujemy
3 rozne karty.

Zadania ciekawsze jako przyktad zastosowan prawdopodobienistwa

Zad 20 Losujemy dwa punkty z odcinka. Jakie jest p-stwo, zZe z usykanych odcinkow mozna zbudowaé
trojkqt.

Zad 21 7 jeziora wytowiono 200 ryb, oznakowano je i wpuszczono do wody. Po pewnym czasie wylo-
wiono 100 ryb, a wsréd nich byto 8 oznakowanych. Za rozsqdng ocene liczby ryb w jeziorze mozna uznaé

liczbe ryb, dla ktorej zrealizowalo sie zdarzenie o najwickszym prawdopodobienistwie. Jaka to liczba?

Zad 22 Na zajecia przychodzi n osob. Jaka jest szansa, Ze w tej grupie dwie osoby urodzity sie tego

samego dnia? Ile musi byé w grupie 0séb, zeby to prawdopodobienstwo przekroczyto %



