
Zadania z RP1. Seria 1. De�nicja Prawdopodobie«stwa

Paradoksy Kawalera de Mere jako przykªad, »e trzeba poda¢ �cisª¡ de�nicj¦ prawdopdobie«stwa i umie¢

wybra¢ dobry opis zjawiska.

Zad 1 Przy rzucie trzema kostakami sum¦ 11 i 12 oczek mo»na otrzyma¢ na tyle samo sposobów. Dla-

czego cz¦±ciej wypada suma 11?

Zad 2 Co jest bardziej prawdopodobne: uzyskanie co najmniniej jednej jedynki przy rzucie 4 kostakami,

czy co najmniej raz dwóch jedynek na obu kostkach przy 24 rzutach dwiema kostkami?

Do zde�niowania prawdopodobie«stwa potrzeba trójki: (Ω,F ,P). Aksjomaty dla F : F 6= ∅

1. Je±li A ∈ F , to A′ ∈ F ;

2. Je±li Ai ∈ F dla i = 1, 2, ..., to
⋃∞

i=1 Ai ∈ F .

Zad 3 Niech A,B,C b¦d¡ zdarzeniami. Zapisa¢ za pomoc¡ dziaªa« na zbiorach nast¦puj¡ce zdarzenia:

1. zachodzi dokªadnie jedno ze zdarze« A,B, C;

2. zachodz¡ dokªadnie dwa spo±ród zdarze« A,B, C;

3. zachodz¡ co najmniej dwa spo±ród zdarze« A,B, C.

Zad 4 Pokaza¢, »e A ∪B ∪ C = (A′ ∩B′ ∩ C ′)′, A ∩B ∩ C = (A′ ∪B′ ∪ C ′)′.

Zad 5 Które z poni»szych równo±ci s¡ speªnone dla dowolnych A,B,C:

1. A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ C;

2. A\(B ∩ C) = (A\B) ∪ (A\C).

Zad 6 Ile jest wszystkich mo»liwych σ-ciaª, je±li Ω ma n elementów?

Aksjomaty dla P : F → R+

1. P(Ω) = 1;

2. Je±li Ai ∈ F dla i = 1, 2, ..., oraz Ai ∩Aj = ∅ dla i 6= j, to P(
⋃∞

i=1 Ai) =
∑∞

i=1 P(Ai).

Zad 7 Udowodni¢, »e

1. P(∅) = 0;

2. Jesli A1, A2, ..., An s¡ parami rozª¡czne, to P(
⋃n

i=1 Ai) =
∑n

i=1 P(Ai) (sko«czona addytywno±¢);

3. P(A′) = 1−P(A);

4. Je±li A ⊂ B, to P(B\A) = P(B)−P(A) oraz P(A) 6 P(B);

5. P(A) 6 1;

6. P(A ∪B) = P(A) + P(B)−P(A ∩B).
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Zad 8 Udowodnij wzór wª¡cze« i wyª¡cze« w wersji dla trzech zbiorów: A,B,C

P(A ∪B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C)−P(A ∩B)−P(B ∩ C)−P(C ∩A) + P(A ∩B ∩ C).

Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 1 Wzór wª¡cze« i wyª¡cze«

P(A1 ∪ ... ∪An) =
∑

16i6n

P(Ai)−
∑

16i1<i26n

P(Ai1 ∩Ai2) + ... + (−1)n+1P(A1 ∩ ... ∩An).

Zadania dotycz¡ce wªasno±ci funkcji prawdopodobie«stwa.

Zad 9 Udowodni¢, »e P(A1 ∪ ... ∪An) 6 P(A1) + ... + P(An).

Zad 10 Udowodni¢, »e max{P(A),P(B)} > P(A ∪B) > P(A) + P (B)− 1.

Zad 11 Dane s¡ P (A
′
) = 1

3 , P (A ∩B) = 1
4 i P (A ∪B) = 2

3 . Obliczy¢ P(B
′
), P(A ∩B

′
).

Zad 12 Mamy zdarzenia Ai 1 6 i 6 n. Wiemy, »e jedno z nich zachodzi i nie zachodz¡ jednocze±nie

wi¦cej ni» dwa zdarzenia. Ponadto P(Ai) = p, P(Ai ∩Aj) = q i 6= j. Poka», »e p > 1/n, q 6 2/n.

Zad 13 Niech Ak b¦dzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez k. Wykaza¢, »e N nie istnieje takie

p-stwo P, »e P(Ak) = 1/k dla k > 1.

2. Klasyczna de�nicja prawdopodobie«stwa

Je±li Ω jest zbiorem sko«czonym i skªada si¦ z równoprawdopodobnych zdarze«, to P(A) = |A|/|Ω|.

Zad 14 Jaka jest szansa otrzymania pi¦ciu pików w grze w bryd»a? Wyrzucenia trzech orªów w siedmiu

rzutach monet¡.

Zad 15 Rzucono trzema rozró»nialnymi kostkami. Jakie jest prawdopodobie«stwo wyrzucenia trzech

oczek na co najmniej jednej z nich, je±li suma wyrzuconych oczek wynosi 10?

Zad 16 Rzucamy dwiema kostkami. Obliczy¢ prawdopobie«stwo, »e iloczyn liczb uzyskanych na kostkach

jest liczb¡ parzyst¡.

Zad 17 Z urny zawieraj¡cej n biaªych i n czarnych kul pobieramy losowo parzyst¡ liczb¦ kul (próbki s¡

jednakowo prawdopodobne). Znale»¢ prawdopodobie«stwo, »e w±ród wyj¦tych kul b¦dzie równa liczba kul

czarnych i biaªych.

Zad 18 Ustawiamy 10 dziewczyn i 3 chªopców w okr¦gu. Jakie jest p-stwo, »e chªopcy nie siedz¡ obok

siebie?

Zad 19 Mamy 5 ró»nych kart. Losujemy ze zwracaniem 6. Jakie jest prawdopdobie«stwo, »e wylosujemy

3 ró»ne karty.

Zadania ciekawsze jako przykªad zastosowa« prawdopodobie«stwa

Zad 20 Losujemy dwa punkty z odcinka. Jakie jest p-stwo, »e z usykanych odcinków mo»na zbudowa¢

trójk¡t.

Zad 21 Z jeziora wyªowiono 200 ryb, oznakowano je i wpuszczono do wody. Po pewnym czasie wyªo-

wiono 100 ryb, a w±ród nich byªo 8 oznakowanych. Za rozs¡dn¡ ocen¦ liczby ryb w jeziorze mozna uzna¢

liczb¦ ryb, dla której zrealizowalo si¦ zdarzenie o najwi¦kszym prawdopodobie«stwie. Jaka to liczba?

Zad 22 Na zaj¦cia przychodzi n osób. Jaka jest szansa, »e w tej grupie dwie osoby urodziªy si¦ tego

samego dnia? Ile musi by¢ w grupie osób, »eby to prawdopodobie«stwo przekroczyªo 1
2 .
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