
Zadania z PS2. Seria 9. Równania stochastyczne.

Zad. 1 Ogólna posta¢ rówanania liniowego. Niech A(t) b¦dzie macierz¡ m×m, σ(t) - macierz¡ m× d

i a(t) ∈ Rm, t ∈ [0, T ], T < ∞. Zakªadamy, »e A, σ, a s¡ ograniczone i ci¡gªe (wystarcza mierzalno±¢).

Niech ξ b¦dzie zmienn¡ w Rm niezale»n¡ od W - procesu Wienera w Rd Niech δ(t) b¦dzie jedynym

rozwi¡zaniem równania

δ̇(t) = A(t)δ(t), δ(0) = I.

1. Poka», »e ξ(t) = δ(t)(ξ +
∫ t

0
δ−1(s)a(s)ds) jest jedynym rozwi¡zaniem równania

ξ̇(t) = A(t)ξ(t) + a(t), ξ(0) = ξ.

2. Poka», »e X(t) = δ(t)(ξ +
∫ t

0
δ−1(s)a(s)ds +

∫ t

0
δ−1(s)σ(s)dWs) jest jedynym rozwi¡zaniem rów-

nania

dXt = (A(t)Xt + a(t))dt + σ(t)dWt, X0 = ξ.

Zad. 2 Rozwa»my równanie dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dWt, X0 = X. Zakªadamy, »e

1. b(x), σ(x) s¡ mierzalne, ograniczone na zbiorze ograniczonym;

2. W proces Wienera w Rd, X0 = x, Xt rowi¡zanie równania;

3. D jest zbiorem otwartym w Rd, x ∈ D;

4. de�niujemy moment zatrzymania τ = inf{t : Xt 6= D}

De�niujemy operator

Lf(x) =
d∑

j=1

bj(x)
∂f

∂xj
+

1
2

d∑
i,j=1

ϕi,j
∂2f

∂xi∂xj
,

gdzie ϕ = σσ∗. Pokaza¢, »e je±li istnieje zbiór otwarty D′ ⊃ D, funkcja f > 0 klasy C2 w D′ oraz liczba

c > 0 taka, »e Lf 6 −c w D, to Eτ < ∞.

Wskazówka Zaªo»y¢, »e D jest ograniczony.

Zad. 3 Niech speªnione b¦d¡ zaªo»enia (1-4) z poprzedniego zadania. Je±li istnieje R takie, »e |y1| < R

dla ka»dego y ∈ D, a11(y) - ±ci±le oddzielone od 0 (a11(y) > α > 0) dla y = (Y1, ..., yd), b1 ograniczone

w D, to Eτ < ∞.

Wskazówka Rozwa»y¢ f(y) = cosh(rR)− cosh(ry1) dla odpowiedniego r > 0.

Zad. 4 Rozwa»my proces Wienera W w R2. Niech zbiór D b¦dzie wyznaczony przez k¡t o warto±ci α

(przeciwnie do wskazówek zegara, jednym ramieniem jest póªprosta (0, 0) → (∞, 0)). De�niujemy proces

Xt = Wt + x, x ∈ D. Poka», »e

1. je±li α < π
2 , to Eτ < ∞ dla x ∈ D;

2. je±li α > π
2 , to Eτ = ∞ dla x ∈ D.

Wskazówka Rozpatrze¢ f równe we wspóªrz¦dnych beigunowych (r, ϕ), r2 sin(ρ(α+ ε−ϕ)) dla ρ, ε > 0.
Skorzysta¢ ze wzoru na g¦sto±¢ rozkªadu czasu doj±cia do punktu dla procesu Wienera w R.
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