
Zadania z PS2. Seria 7. Wzór Ito.

Zad. 1 Rozwa»my proces Y zadany wzorem Y (t) = e−λtW ( e2λt

2λ ), gdzie W jest standardowym ruchem

Browna. Ogólnie procesem O-U nazywamy Xt = e−λtξ + Yt, gdzie ξ = limt→∞ Yt. Udowodnij, »e

dXt = −λXtdt + dWt,

to znaczy Xt = X0 − λ
∫ t

0
Xsds + Wt.

Zad. 2 Niech λ ∈ R, Z
(λ)
t = eλWt−λ2t

2 . Pokaza¢, »e

dZ(λ) = λZ
(λ)
t dWt,

to znaczy Z
(λ)
t = 1 +

∫ t

0
Z

(λ)
s dWs.

Zad. 3 Rozwa»my funkcj¦ h : Rd → R klasy C2, zbiór G ⊂ Rd- otwarty. Niech h b¦dzie funkcj¡

harmoniczn¡ w G, a W procesem Wienera w Rd startuj¡cym z 0. Niech x ∈ G, τ = inf{t : Wt+x 6∈ G}.
Pokaza¢, »e h(Wt∧τ + x) jest martyngaªem.

Zad. 4 Niech W b¦dzie procesem Wienera w R3, a ∈ R3\{0}, Ft = FW
t . Pokaza¢, »e Xt = 1

|Wt−a| jest

martyngaªem lokalnym, ale nie jest martyngaªem. W tym celu nale»y udowodni¢:

• h(x) = 1
|x−a| jest harmoniczna;

• rozwa»y¢ ci¡g m.z. τn = inf{t : |Wt − a| > 1
n}

Zad. 5 Udowodni¢ wielowymiarow¡ wersj¦ twierdzenia Levy'ego. Niech Mj(0) = 0, j = 1, 2, ..., d. Proces

(M1, ...,Md) jest procesem Wienera w Rd ⇔ 〈Mk,Mj〉 = δk,jt, k, j = 1, ..., d
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