
Zadania z PS2. Seria 6. Caªkowanie przez cz¦±ci.

Zad. 1 Martyngaª lokalny, który nie jest martngaªem.

1. Poka», »e martyngaª lokalny > 0 jest nadmartyngaªem.

2. Zauwa», »e proces Mt = 1
|Wt−a| dla a 6= 0 jest martyngaªem lokalnym, ale nie martyngaªem.

Zad. 2 Niech Z ∈ M2,c, X ∈ Λ2
T (Z). De�niujemy M =

∫
XdZ. Poka», »e dla ka»dego Y lokalnie

ograniczonego (to znaczy istnieje ci¡g τn ↗ T taki, »e Y τn − Y0 jest ograniczony) dostajemy równo±¢∫
Y dM =

∫
XY dZ.

Wskazówka Zde�niowa¢ moment zatrzymania

σn =

{
0 |Y0| > n

T |Y0| 6 n

Zad. 3 Obliczy¢
∫ t

0
W 2

s dWs.

Zad. 4 Znale¹¢ rozkªady sko«czenie wymiarowe procesu Yt =
∫ t

0
e−α(t−s)dWs, gdzie α > 0.

1. Poka», »e Yt s¡ zbie»ne wg. rozkªadu, gdy t →∞

2. Niech ξ b¦dzie zmienn¡ losow¡ zde�niowan¡ w punkcie 2 (granica procesu Yt). Poka», »e proces

e−αtξ +
∫ t

0

e−α(t−s)dWs

jest procesem stacjonarnym i znale¹¢ jego rozkªady sko«czenie wymiarowe.

Zad. 5 De�nujemy wielowymiarowy proces Wienera (o warto±ciach w Rd) W = (W1, ...,Wd), gdzie
d ∈ N, a procesy Wi s¡ niezale»ne. De�nujemy �ltracj¦ Ft = FW

t - uzupeªnienie �ltracji pochodz¡cej od

procesu. Pokaza¢, »e 〈Wi,Wj〉(t) = δi,jt to znaczy t kiedy i = j i 0 kiedy i 6= j.
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