Zadania z PS2. Seria 3. Miary stochastyczne.

Zad. 1 Pokaz, ze jesli X jest przestrzenia liniowo-topologiczna, ktéra ma przeliczalng baze otoczen zera,

to istnieje funkcja || - || taka, ze
1. 2 =0 wtedy i tylko wtedy, gdy ||z| = 0;
2. o+ yll < 2l + Iyl
3. Jazx| < ||lz|| dla |of < 1.

W szczegolnosci d(z,y) = ||z — y|| zadaje metryke niezmiennicza na X. Pokaz, ze jesli topologia X jest

zadana przez pewng metryke niezmienniczg, to X ma przeliczalng baze otoczen zera.

Definicja 1 Przestrzen X nazywamy F-przestrzeniq jesli jest zupetna wzgledem pewnej metryki nie-

zZmienniczej.

Zad. 2 Pokaz, ze jesli dq, d2 sa metrykami niezmienniczymi na przestrzeni liniowej X, to dy jest zupelna
wtedy i tylko wtedy, gdy ds jest zupelna.

Definicja 2 Zbior E nazywamy ograniczonym w X wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego otoczenia zera
U istnieje t < oo takie, ze E C tU. Przestrzen X nazywamy quasi-Banacha jesli jest F-przestrzeniq

ktora ma ograniczone otoczenie zera.

Zad. (*) Udowodnij, ze X jest przestrzenia Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie wypukta
przestrzenig quasi-Banacha.

Zad. 3 Pokaz, ze
1. Lo(Q, F,P) jest F-przestrzenia;
2. L,(Q, F,P) jest przestrzenia quasi-Banacha dla 0 < p < 1;

3. L,(Q, F,P) jest przestrzenia Banacha dla p > 1.

Zad. 4 Niech F bedzie pewnym o-ciatem. Pokaz, ze funkcja A — 1,4 jest miarg stochastyczng.
Zad. 5 Niech f bedzie funkcja typu cadlag (lewostronne granice, prawostronna cigglosé), ktora ma
wahanie skoriczone oraz lim,_, ., f(x) = 0. Udowodnij, ze istnieje borelowska miara rzeczywista p na
R taka, ze

p((—o0,z]) = f(x) oraz Vi(x) = |p|((—o0, z]).
Zauwaz, ze |p] jest miara kontrolna dla .
Zad. 6 Niech Xy, t € R bedzie procesem cadlag (lewostronne granice, prawostronna ciagtoscé), ktorego
trajektorie maja p.n. wahanie skonczone. Pokaz, ze funkcja addytywna, zadana wzorem m([0,¢]) = X,

rozszerza sie do miary stochastycznej (o wartosciach w Lo(Q, F, P)).

Zad. 7 Jedli (M¢):efo,1) jest martyngalem ciagltym, catkowalnym z kwadratem, wowczas funkcja addy-

tywna zadana wzorem m([0, t|) = M, roszszerza sie do miary stochastycznej o wartosciach w Lo (Q, F, P).

Zad. 8 Udowodnij, ze dla kazdej f € L?[0,T] zachodzi rownosc [ f(s)dW, = [} f(s)mw (ds). To

znaczy calka Ito jest catka wzledem miary stochastycznej dla procesu Wienera.



