
Zadania z PS2. Seria 3. Miary stochastyczne.

Zad. 1 Poka», »e je±li X jest przestrzeni¡ liniowo-topologiczn¡, która ma przeliczaln¡ baz¦ otocze« zera,

to istnieje funkcja ‖ · ‖ taka, »e

1. x = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ‖x‖ = 0;

2. ‖x + y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖;

3. ‖αx‖ 6 ‖x‖ dla |α| 6 1.

W szczególno±ci d(x, y) = ‖x− y‖ zadaje metryk¦ niezmiennicz¡ na X. Poka», »e je±li topologia X jest

zadana przez pewn¡ metryk¦ niezmiennicz¡, to X ma przeliczaln¡ baz¦ otocze« zera.

De�nicja 1 Przestrze« X nazywamy F -przestrzeni¡ je±li jest zupeªna wzgl¦dem pewnej metryki nie-

zmienniczej.

Zad. 2 Poka», »e je±li d1, d2 s¡ metrykami niezmienniczymi na przestrzeni liniowej X, to d1 jest zupeªna

wtedy i tylko wtedy, gdy d2 jest zupeªna.

De�nicja 2 Zbiór E nazywamy ograniczonym w X wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego otoczenia zera

U istnieje t < ∞ takie, »e E ⊂ tU . Przestrze« X nazywamy quasi-Banacha je±li jest F -przestrzeni¡

która ma ograniczone otoczenie zera.

Zad. (∗) Udowodnij, »e X jest przestrzeni¡ Banacha wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie wypukª¡

przestrzeni¡ quasi-Banacha.

Zad. 3 Poka», »e

1. L0(Ω,F ,P) jest F -przestrzeni¡;

2. Lp(Ω,F ,P) jest przestrzeni¡ quasi-Banacha dla 0 < p < 1;

3. Lp(Ω,F ,P) jest przestrzeni¡ Banacha dla p > 1.

Zad. 4 Niech F b¦dzie pewnym σ-ciaªem. Poka», »e funkcja A → 1A jest miar¡ stochastyczn¡.

Zad. 5 Niech f b¦dzie funkcj¡ typu cadlag (lewostronne granice, prawostronna ci¡gªo±¢), która ma

wahanie sko«czone oraz limx→−∞ f(x) = 0. Udowodnij, »e istnieje borelowska miara rzeczywista µ na

R taka, »e

µ((−∞, x]) = f(x) oraz Vf (x) = |µ|((−∞, x]).

Zauwa», »e |µ| jest miar¡ kontroln¡ dla µ.

Zad. 6 Niech Xt, t ∈ R+ b¦dzie procesem cadlag (lewostronne granice, prawostronna ci¡gªo±¢), którego

trajektorie maj¡ p.n. wahanie sko«czone. Poka», »e funkcja addytywna, zadana wzorem m̄([0, t]) = Xt

rozszerza si¦ do miary stochastycznej (o warto±ciach w L0(Ω,F ,P)).

Zad. 7 Je±li (Mt)t∈[0,T ] jest martyngaªem ci¡gªym, caªkowalnym z kwadratem, wówczas funkcja addy-

tywna zadana wzorem m̄([0, t]) = Mt roszszerza si¦ do miary stochastycznej o warto±ciach w L2(Ω,F ,P).

Zad. 8 Udowodnij, »e dla ka»dej f ∈ L2[0, T ] zachodzi równo±¢
∫ t

0
f(s)dWs =

∫ t

0
f(s)mW (ds). To

znaczy caªka Ito jest caªk¡ wzl¦dem miary stochastycznej dla procesu Wienera.
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