
Zadania z PS2. Seria 2. Caªka stochastyczna Ito.

De�nicja 1 Klas¦ procesów X prognozowalnych i takich, »e E
∫ T

0
X2

s ds <∞ oznaczamy przez L2
T . Dla

takich procesów dobrze okre±lona jest caªka stochastyczna
∫

XdW .

Zad. 1 Niech X ∈ L2
T , t1 < t2 6 T . Niech ξ b¦dzie zmienn¡ losow¡ ograniczon¡ Ft1 mierzaln¡. Poka»,

»e ξX1(t1,t2] ∈ L2
T .

Zad. 2 Uogólnienie procesów elementarnych. Niech 0 6 t0 < t1... < tm, ξk - Ftk
mierzalne ξk ∈ L2(Ω).

De�nujemy

Xt =
m−1∑
k=0

ξk1(tk,tk+1](t)

Dla procesów X ∈ L2
T zachodzi równo±¢∫ t

0

XdW =
m−1∑
k=0

ξk(Wtk+1∧t −Wtk∧t).

Zad. 3 Je±li X jest prognozowalny i ci¡gªy w L2 (tzn. [0, T ] 3 t→ Xt ∈ L2(Ω) jest ci¡gªa), to X ∈ L2
T

i dla ka»dego ci¡gu (tk,n)∞n=1 podziaªów normalnych

mn−1∑
k=0

Xtk,n(Wtk+1,n∧t −Wtk,n∧t)
L2

→
∫ t

0

XdW.

Czyli caªka stochastyczna Ito jest uogólnieniem caªki Wienera.

Zad. 4 Obliczy¢

1. Obliczy¢
∫ t

0
WsdWs dla t ∈ [0, T ].

2. Niech (tk,n)∞n=1 b¦dzie ci¡giem podziaªów normalnych odcinka [0, 1]. Obliczy¢ granic¦ w L2(Ω)

mn−1∑
k=0

Wtk,n(Wtk+1,n
−Wtk,n

).

Zad. 5 Niech h ∈ L2[0, T ]. De�niujemy Mt =
∫ t

0
hdW . Poka», »e Mt jest procesem gaussowskim i policz

funkcj¦ kowaraincji.

Zad. 6 (Most Browna). Poka», »e proces zadany na odcinku [0, 1] za pomoc¡ caªki stochastycznej

Yt :=

{
(1− t)

∫ t

0
1

1−sdWs 0 6 t < 1
0 t = 1

ma takie same rozkªady sko«czenie wymiarowe jak Zt = Wt − tW1

1


