
Zadania z PS2. Seria 11. Procesy Levy'ego.

Proces Poissona

Zad. 1 Niech τ1, ..., τn b¦dzie ci¡giem zmiennych niezale»nych o rozkªadzie wykªadniczym z parametrem

c. Znajd¹ rozkªad Sm = τ1 + ... + τn, n ∈ N. Znajd¹ rozkªad Nt := sup{n ∈ N : Sn 6 t}. Proces Nt

nazywamy procesem Poissona z parametrem c.

Zad. 2 Oblicz funkcj¦ charakterystyczn¡ Nt. Poka», »e Nt ma wªasno±¢ braku pami¦ci. To znaczy dla

0 6 s 6 t przyrost Nt+s−Ns ma rozkªad Poissona z parametrem cs i jest niezale»ny od σ(Nu : u 6 s).

Zad. 3 Niech Nt b¦dzie procesem Poissona z parametrem c (wzgl¦dem �ltracji naturalnej Ft). Niech H

b¦dzie procesem prognozowalnym.

1. Zaªó»my, »e E(
∫ t

0
|Hs|ds) < ∞, dla t > 0. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ca caªka skompensowana jest

martyngaªem (wg. Ft)

Mt =
∫ t

0

HsdNs − c

∫ t

0

Hsds.

2. Zaªó»my, »e E(
∫ t

0
H2

s ds) < ∞, dla t > 0. Pokaza¢, »e

M2
t − c

∫ t

0

H2
s ds, dla t > 0

jest martyngaªem wg Ft.

3. Zaªó»my, »e H jest ograniczony, wówczas martyngaªem jest

exp(
∫ t

0

HsdNs + c

∫ t

0

(1− eHs)ds), dla t > 0.

Zad. 4 Niech N (i), i = 1, 2, ..., d b¦d¡ procesami Poissona (wg. Ft). Pokaza¢, »e s¡ one niezale»ne wtedy

i tylko wtedy je±li nigdy nie skacz¡ jednocze±nie. To znaczy z P = 1 dla dowolnych i 6= j

N
(i)
t −N

(i)
t− = 0 lub N

(j)
t −N

(j)
t− = 0, dla t > 0.

Punktowy proces Poissona

Zad. 5 Niech E b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡, ν miar¡ σ-sko«czon¡ na E. Miar¡ Poissonowsk¡ nazywamy

miar¦ losow¡ ϕ : B(E) → L0(E) (przypisuj¡c¡ zbiorom borelowskim, zmienne losowe - patrz wykªad!),

speªniaj¡c¡ dwa warunki:

1. Dla ka»dego B ⊂ E takiego, »e ν(B) < ∞ zmienna losowa ϕ(B) ma rozkªad Poissona z parametrem

ν(B).

2. Dla dowolnych zbiorów rozª¡cznych B1, ..., Bn zmienne ϕ(B1), ..., ϕ(Bn) s¡ niezale»ne

Miar¦ ν nazywamy miar¡ intensywno±ci. Niech R+ = [0,∞), ν = c| · |, gdzie | · | jest miar¡ Lebesgue'a.

Poka», »e funkcja zadana na π-ukªadzie w R+ wzorem ϕ((s, t]) := Nt−Ns, s < t rozszerza si¦ do miary

Poissonowskiej.
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Zad. 6 Niech E b¦dzie przestrzeni¡ polsk¡, ν miar¡ dodatni¡, sko«czon¡ na E, c = ν(E). Niech ξ1, ξ2, ...

b¦dzie ci¡giem zmiennych niezale»nych o tym samym rozkªadzie c−1ν, N zmienn¡ losow¡ Poissona

niezale»n¡ od ξ1, ξ2, .... Pokaza¢, »e

ϕ :=
N∑

i=1

δξi .

zadaje miar¦ Poissonowsk¡ na E o intensywno±ci ν. Je±li ν jest σ-sko«czona, to miar¦ ϕ mo»na skonstru-

owa¢ bior¡c rozbicie E na zbiory En takie, »e ν(En) < ∞. Poka», »e ϕ =
∑

n ϕn, gdzie ϕn odpowiada

mierze intensywno±¢ 1En
ν.

Zad. 7 Rozwa»my przestrze« produktow¡ E × [0,∞) z miar¡ µ = ν ⊗ | · |. Niech ϕ b¦dzie miar¡

Poissonowsk¡ ϕ o intensywno±ci µ. Poka», »e ϕ(E × {t}) ∈ {0, 1}, t > 0. To pozwala wyreprezentowa¢

ϕ jako proces stochastyczny o warto±ciach w E ∪ {Υ}, gdzie Υ jest izolowanym punktem dodatkowym.

Je±li ϕ(E ×{t}) = 0 kªadziemy e(t) = Υ, je±li ϕ(E ×{t}) = 1, to obci¦cie ϕ do E ×{t} jest równe δ(ε,t)

(dla pewnego ε ∈ E), kªadziemy e(t) = ε. Poka», »e miara Poissonowska speªnia równo±¢

ϕ =
∑
t>0

δ(e(t),t).

Proces e = (e(t), t > 0) nazywamy punktowym procesem Poissona z miar¡ charakterystyczn¡ ν.

Zad. 8 Dla ka»dego zbioru B ∈ B(E) proces

NB
t := |{s 6 t : e(s) ∈ B}| = ϕ(B × [0, t]), t > 0

nazywamy procesem licz¡cym w B. Poka», »e jest to proces Poissona z parametrem ν(B). Na odwrót

przypu±¢my, »e e = (e(t), t > 0) jest procesem o warto±ciach w E ∪ {Υ} takim, »e proces licz¡cy

NB
t = |s 6 t : e(s) ∈ B| jest procesem Poissona z intensywno±ci¡ ν(B). Poka», »e procesy licz¡ce

NB1 ,...,NBn nigdy nie skacz¡ wspólnie, je±li B1, ..., Bn s¡ rozª¡czne, a zatem na mocy Zad. 4, s¡ nieza-

le»nymi procesami Poissona. Wywnioskuj st¡d, »e ϕ =
∑

t>0 δ(e(t),t) jest miar¡ Poissona z intensywno±ci¡

µ.

Zad. 9 Niech e b¦dzie punktowym procesem Poissona. Niech B b¦dzie zbiorem borelowskim takim, »e

0 < ν(B) < ∞. Pokaza¢, »e czas pierwszego doj±cia e do B, TB := inf{t > 0 : e(t) ∈ B} jest m.z., a

ponadto

1. TB ma rozkªad wykªadniczy z parametrem ν(B).

2. zmienna losowa e(TB) jest niezale»na od TB i ma rozkªad ν(·|B) to znaczy dla ka»dego A ∈ B(E)

P(e(TB) ∈ A) =
ν(A ∩B)

ν(B)
.

3. proces e′ zadany wzorem e′(t) = Υ je±li e(t) ∈ B oraz e′(t) = e(t) je±li e(t) 3 B jest punktowym

procesem Poissona o mierze charakterystycznej 1Bcν niezale»nym od TB , e(TB).

Proces (e(t), 0 6 t 6 TB) jest nazywany procesem zatrzymanym przy pierwszej wizycie w B.

Zad. 10 (Formuªa kompensacyjna). Niech H b¦dzie procesem prognozowalnym o warto±ciach w dodat-

nich, mierzalnych funkcjach na E ∪ {Υ} takim, »e Ht(Υ) = 0 dla t > 0. Poka», »e

E(
∑
t>0

Ht(e(t))) = E(
∫ ∞

0

∫
E

Ht(x)ν(dx)dt).
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Zad. 11 (Formuªa wykªadnicza). Niech f b¦dzie zespolon¡ funkcj¡ Borelowsk¡, na E ∪ {Υ} tak¡, »e

f(Υ) = 0 oraz ∫
E

|1− ef(x)|ν(dx) < ∞.

Wówczas dla ka»dego t > 0

E(exp(
∑

06s6t

f(e(s)))) = exp(−t

∫
E

(1− ef(x))ν(dx)).

Zad. 12 (Nierówno±¢ maksymalna dla skompensowanych sum). Niech f b¦dzie funkcj¡ Borelowsk¡ na

E ∪ {Υ} tak¡, »e f(Υ) = 0. Dla ka»dego T > 0

E sup
06t6T

(|
∑

06s6t

f(e(s))− t

∫
E

f(x)ν(dx)|2) 6 4T

∫
E

f2(x)ν(dx).
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