
Zadania z PS2. Seria 10. Równania stochastyczne

Zad. 1 Poka», »e je±li X1, X2 s¡ rozwi¡zaniami równa«

X1(t) = ξ1 +
∫ t

s

b(X1(u))du +
∫ t

s

σ(X1(u))dW (u), X1(s) = ξ1;

X2(t) = ξ2 +
∫ t

s

b(X2(u))du +
∫ t

s

σ(X2(u))dW (u), X2(s) = ξ2.

to

E|X1(t)−X2(t)|2 6 3E|ξ1 − ξ2|2 exp(3K2[(t− s) + (t− s)2]),

gdzie K jest staª¡ Lipschitza dla b i σ.

Zad. 2 Niech (Xt,Px) b¦dzie rodzin¡ Markowa. Przypu±¢my, »e istniej¡ staªe T , δ > 0 takie, »e dla

ka»dego x ∈ D mamy Px(τ < T ) > δ. Wtedy dla ka»dego x

Px(τ > nT ) 6 (1− δ)n,

n = 0, 1, 2, ... oraz Exτ 6 T
δ .

Zad. ∗ Niech (Xt,Px) b¦dzie fellerowsk¡ rodzin¡ Markowa o prawostronnie ci¡gªych trajektoriach.

Je»eli D jest zbiorem zwartym i Px(τ < ∞) > 0 dla ka»dego x ∈ D, to speªnione s¡ zaªo»enia zadania

2 i Exτ jest sko«czone i ograniczone.

Zad. 3 Niech D b¦dzie zbiorem ograniczonym, τ - momentem wyj±cia z D. Zaªó»my, »e Exτ < ∞ dla

x ∈ D. Zaªó»my, »e g jest ci¡gªa w D, ϕ ci¡gªa w ∂D. Przypu±¢my, »e funkcja v speªnia równanie{
Lv(x) = −g(x) x ∈ D

v(x) = ϕ(x) x ∈ ∂D

Niech ponadto v przedªu»a si¦ w klasie C2 na otwarty zbiór D′ ⊃ D. Wówczas

v(x) = Ex(ϕ(Xτ ) +
∫ τ

0

g(Xτ )dt).

Zad. 4 Niech (Wt,Px) b¦dzie rodzin¡ Markowa jednowymiarowych procesów Wienera i niech τ b¦dzie-

momentem pierwszego wyj±cia procesu Wt z przedziaªu [a, b]. Wykaza¢, »e

Px(Wτ = b) =
x− a

b− a
, Exτ = (b− x)(x− a).

Zad. 5 Rozpatrujemy proces dyfuzji w R o wspóªczynniku dyfuzji σ2(x) > α > 0 dla x ∈ [a, b] oraz
wspóªczynniku dryfu b(x). Obliczy¢ Px(Xτ = a)

Zad. 6 Obliczy¢ warto±¢ oczekiwan¡ momentu wyj±cia d wymiarowego procesu Wienera z kuli B(0, R)
(dla ka»dego punktu startowego x wewn¡trz kuli).

Zad. 7 Niech (Wt,Px) b¦dzie rodzin¡ dwuwymiarowych procesów Wienera, niech D b¦dzie pier±cieniem

zawartym pomi¦dzy okr¦gami S(0, r), S(0, R). Niech τ b¦dzie momentem wyj±cia z D. Udowodni¢, »e

Px(Wτ ∈ S(0, r)) =
lnR− ln |x|
lnR− ln r

.

Zad. 8 To samo zadanie w trzech wymiarach (wyj±cie z pier±cienia).
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