
Zadania z PS2. Seria 1. Konstrukcja caªki stochastycznej - wst¦p.

De�nicja 1 Niech T < ∞. Mówimy, »e funkcja f : [0, T ] → R ma wahanie sko«czone na [0, T ] je±li

sup
m∑

k=1

|f(tk+1)− f(tk)| < ∞,

gdzie supremum bierzemy po wszystkich podziaªach 0 = t0 < t1 < ... < tm = T .

De�nicja 2 Powiemy, »e (tk,n)∞0 jest ci¡giem podziaªów normalnych je±li 0 = t0,n < t1,n < ... <

tmn,n = T oraz limn→∞maxk(tk+1,n − tk,n) = 0.

Zad. 1 Niech f ci¡gªa o wahaniu sko«czonym na [0, T ]. Poka», »e dla ka»dego δ > 0 i dla ka»dego ci¡gu

podziaªów normalnych (tk,n)∞n=1 zachodzi

lim
n→∞

mn−1∑
k=0

|f(tk+1,n)− f(tk,n)|1+δ = 0.

Zad. 2 Jako wniosek z poprzedniego zadania poka», »e proces Wienera Wt ma wahanie nie sko«czone

na ka»dym przedziale [0, T ].

Zad. 3 Niech M ci¡gªy martyngaª, M0 = 0. Poka», »e trajektorie M maj¡ wahanie sko«czone wtedy i

tylko wtedy, gdy M ≡ 0.

Wskazówka. Zauwa», »e

M2
t =

mn−1∑
k=0

(Mtk+1,n
−Mtk,n

)2 + 2
mn−1∑
k=0

Mtk,n
(Mtk+1,n

−Mtk,n
).

De�nicja 3 Caªka Lebesgue'a-Stieltjesa. Niech funkcja h b¦dzie lewostronnie ci¡gªa∫ T

0

hdf = lim
n→∞

mn−1∑
k=0

h(tk,n)(f(tk+1,n)− f(tk,n))

Zad. 4 Poka», »e je±li f ∈ C1([0, T ]), to∫ T

0

hdf =
∫ T

0

h(t)f ′(t)dt.

Zad. (∗) Niech f ∈ C([0, 1]), a (tk,n)∞n=1 b¦dzie ci¡giem podziaªów normalnych. Je»eli dla ka»dej funkcji

h ∈ C([0, 1]) istnieje sko«czona granica

lim
n→∞

mn−1∑
k=0

h(tk,n)(f(tk+1,n)− f(tk,n)),

to f ma wahanie sko«czone.

Wskazówka. Skorzystaj z twierdzenia Banacha-Steinhausa
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De�nicja 4 Caªka Wienera. Niech Wt, t ∈ [0, T ] b¦dzie procesem Wienera. Niech H b¦dzie klas¡ funkcji

h takich, »e h ∈ C1([0, T ]) oraz h(T ) = 0. Dla ka»dego h ∈ H de�niujemy

I(h) =
∫ T

0

h(t)dWt := −
∫ T

0

h′(t)Wtdt.

Zad. 5 Poka», »e I(h) jest dobrze okre±lon¡ zmienn¡ losow¡. Policz EI(h)2. Wywnioskuj, »e I : H →
L2(Ω) jest izometri¡ liniow¡.

Wªasno±ci Martyngaªów z czasem ci¡gªym

De�nicja 5 Rodzina zmiennych Xi, i ∈ I nazywa si¦ jednostajnie caªkowaln¡ je±li

lim
r→∞

sup
i∈I

E|Xi|1|Xi|>r = 0.

Zad. 6 Rodzina Xi, i ∈ I jest jednostajnie ci¡gªa wtedy i tylko wtedy, gdy

1. supi∈I E|Xi| < ∞

2. dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0, »e dla ka»dego P(A) < δ

sup
i∈I

E|Xi|1A < ε.

Zad. 7 Poka», »e je±li X ∈ L1(Ω), Fi, Fi ⊂ F , i ∈ I, to rodzina E(X|Fi) jest rodzin¡ jednostajnie

caªkowaln¡. Przypomnij charakteryzacj¦ zbie»no±ci p.n. i zbie»no±ci w L1 martyngaªów.

Zad. 8 Udowodnij, »e je±li Mt jest martyngaªem prawostronnie ci¡gªym, p > 1, to

E(sup
t
|Mt|p) 6 (

p

p− 1
)p sup

t
E|Mt|p.
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