
Zadania z EK2. Seria 1. MNK i MNW

Jednorównaniowy model ekonometryczny z jedn¡ zmienn¡ obja±niaj¡c¡

yi = β0 + β1xi + εi (1)

Zad. 1 Niech x̄, ȳ b¦d¡ ±rednimi w próbkach X i Y (to znaczy x̄ = (x1+...+xn)/n, ȳ = (y1+...+yn)/n).

Poka», »e w przypadku modelu (1) estymatory MNK parametów β0 i β1 zadane s¡ wzorami

b0 = ȳ − b1x̄, b1 =
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n
i=1(xi − x̄)2

.

Warto±ciami teoretycznymi zmiennej obja±nianej nazywa si¦ ŷi = b0 + b1xi.

Zad. 2 Przy klasycznym zaªo»eniu 'homoskedatyczno±ci' tzn. εi niezale»ne zmienne losowe z rozkªadu

N (0, σ2), znajd¹ E(b0, b1) oraz macierz kowariancji (2× 2) Cov(b0, b1).

Zad. 3 Metod¡ MNK oszacowano dwa modele: ŷi = b0−b1xi oraz x̂i = a0 +a1yi. Czy b0 = a0 i b1 = a1.

Zad. 4 Oszacowa¢ parametry modelu yi = β0 + β1xi + εi i = 1, ..., 10 je±li

10∑
i=1

xi = 30,
10∑

i=1

yi = 40,
10∑

i=1

x2
i = 100,

10∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) = 50.

Zad. 5 Na podstawie tej samej próby trzema róznymi metodami oszacowano parametry pewnego mo-

delu. Otrzymano nastepuj¡ce wektory reszt

a = [1,−2, 0, 5,−1,−3], b = [2,−2, 6, 4,−5,−6], c = [2,−2, 6,−6,−1, 1].

Wiadomo, »e jedn¡ z zastosowanych metod jest MNK. Który wektor reszt odpowiada tej metodzie?

Jednorównaniowy model ekonometryczny z wieloma zmiennymi obja±niaj¡cymi

yi = β0 + β1x1,i + β2x2,i + ... + βkxk,i + εi, i = 1, 2, ..., n. (2)

W zapise macierzowym Y = Xβ + ε.

Zad. 6 Udowonij, »e estymator MNK dla (2) zadany jest wzorem b = (XT X)−1XT Y .

Zad. 7 Oblicz Eb oraz macierz kowaraiancji (n + 1)× (n + 1) Covb.

Zad. 8 Dokona¢ esytmacji parametrów w modelu

yi = β0 + β1x1,i + β2x2,i + εi

w opraciu o pewne dane statsytsyczne z lat 1998-2002, jesli wiadomo, »e

(XT X)−1 =
1
24

 u1,1 u1,2 u1,3

u2,1 u2,2 u2,3

u3,1 u3,2 u3,3

 ,

gdzie u1,1 = 6, u2,1 = 1, u2,3 = 0, u2,2 = 5 u3,1 = 2, u3,3 = 4 oraz ȳ = 1,
∑8

i=1 x1,iyi = 10,∑8
i=1 x2,iyi = 12.

Zad. 9 Wiadomo,»e zachodz¡ zale»no±ci

x1i + x2i = x4i,
x4i

x5i
= x6i, x3,i + 2x5,i = 1,

x1i

x6i
= 1, i = 1, 2, ..., n.

Których modeli nie mo»na szcowa¢ MNK i dlaczego
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1. yi = β0 + β1x1,i + β2x2,i + β3x3,i + εi,

2. yi = β0 + β1x1,i + β2x2,i + β4x4,i + εi,

3. yi = β0 + β1x1,i + β3x3,i + β5x5,i + εi,

4. yi = β0 + β3x3,i + β4x4,i + β6x6,i + εi,

5. yi = β0 + β2x2,i + β3x3,i + β4x4,i + β5x5,i + β6x6,i + εi,

6. yi = β0 + β4x4,i + β5x5,i + β6x6,i + εi.

MNW. Niech (X,B,P) b¦dzie przestrzeni¡ statystyczn¡. Przypu±¢my, »e P = (Pα)α∈A, gdzie A ⊂ Rk.

Zakªadamy, »e na A istnieje miara µ, która dominuje wszystkie Pα. Funkcj¡ wiarygodno±ci nazywamy

L(x, α) = f(x, α),

gdzie f jest g¦sto±ci¡ rozkªadu Pα wzgl¦dem miary µ.

De�nicja 1 Estymatorem MNW parametru α nazywamy statystyk¦ α̂(x) dla której

L(x, α̂(x)) = sup
α∈A

L(x, α).

Zad 10 Niech (x1, ..., xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu B(1, p), p ∈ [0, 1]. Znajd¹ estymator MNW parametru

p.

Zad 11 Niech (x1, ..., xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu U(0, a), a > 0. Znajd¹ estymator MNW dla para-

metru a.

Zad 12 Niech (x1, ..., xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu normalnego N (m,σ2), σ > 0, m ∈ R. Znajd¹

estymator MNW dla parametrów m i σ2.

Zad 13 Niech (x1, ..., xn) b¦dzie prób¡ z rozkªadu wykªadniczego Exp(λ), λ > 0. Znajd¹ estymator

MNW funkcji niezawodno±ci e−λz, gdzie z jest ustalon¡ liczb¡ dodatni¡.
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