
Analiza matematyczna dla ekonomistów, ćwiczenia dziewia� te, 2005/2006

Definicja: [x] oznacza cze� ść ca lkowita� liczby x, czyli najwie� ksza� liczbe� ca lkowita� z

pó lprostej (−∞, x] , np. [3.14] = 3 , [−3.14] = −4 , [−2] = −2 , [99] = 99 , [
√

2] = 1 ,
[−
√

2] = −2 , [−e] = −3 , [e] = 2 .

1. Znaleźć punkty cia� g lości funkcji f, jeśli:
(a) f(x) = [x] , (b) f(x) = x[x] ,
(c) f(x) = (x− 1)[x] , (d) f(x) =

[

|x|
]

,

(e) f(x) =

{

1 dla x wymiernego,
0 dla x niewymiernego,

(f) f(x) =

{

x+ 1 dla x wymiernego,
0 dla x niewymiernego.

2. Wykazać, że funkcja x12 − 17x8 + 23x3 − 121x + 7 , określona na ca lej prostej, ma
wartość najmniejsza� .

3. Niech f(x) =
sin
(

ln
(

ex
2

+ cos
(

ln
(

x2 + 7
))

))

(

2 + cos
√

(1 + |x|)
)

(x2 + 1)
10

dla x ∈ IR . Wykazać, że funkcja

f : IR→ IR ma wartość najmniejsza� i najwie� ksza� .

4. (a) Korzystaja� c z nierówności sinx < x dla x > 0 , znanej z wyk ladu, wykazać, że
funkcje sin: IR→ IR i cos: IR→ IR spe lniaja� warunek Lipschitza ze sta la� L = 1 .

(b) Wykazać, że funkcja ln: (a,∞) → R spe lnia warunek Lipschitza dla a > 0 ze
sta la� zależna� od a . Można skorzystać z tego, że ln (1 + t) < t dla t > −1 .
Wykazać, że nie spe lnia ona warunku Lipschitza na (0,∞) .

(c) Wykazać, że funkcja wyk ladnicza o podstawie e spe lnia warunek Lipschitza na
pó lprostej (−∞, a) dla dowolnej liczby rzeczywistej a , natomiast nie spe lnia wa-
runku Lipschitza na IR .

(d) Niech fa(x) = xa . Wyjaśnić, na których spośród przedzia lów [0, 1] , [1, 2] , [2,∞)

funkcja fa spe lnia warunek Lipschitza: a =
1

3
, a = 1 , a = 3 .

5. Rozstrzygna� ć, czy funkcja f spe lnia warunek Lipschitza na przedziale P , jeśli
(a) f(x) = sinx2 , P = (0, 1) ; (b) f(x) = sinx2 , P = (1,∞) ;

(c) f(x) = sin
1

x
, P = (0, 1) ; (d) f(x) = sin

1

x
, P = (1,∞) ;

(e) f(x) = tgx , P = (0, 1) ; (f) f(x) = tgx , P =
(

1,
π

2

)

;

(g) f(x) =
1

x
, P = (0, 1) ; (h) f(x) =

1

x
, P = (1, 2005) .

6. Wykazać, że jeśli funkcja f spe lnia warunek Lipschitza na zbiorze ograniczonym D ,
to istnieje liczba M ∈ IR taka, że dla każdego punktu x ∈ D zachodzi nierówność
|f(x)| ≤M , tzn. funkcja spe lniaja� ca warunek Lipschitza na zbiorze ograniczonym jest

na tym zbiorze ograniczona.


