Analiza matematyczna dla ekonomistéw, éwiczenia dziewiate, 2005/2006

Definicja: [x] oznacza cze$é calkowity liczby x, czyli najwieksza liczbe catkowita z
pétprostej (—oo, ], np. [3.14] =3, [-3.14] = —4, [-2] = 2, [99] =99, [V2] =1,
V3] = -2, [Ce] = -3, [] = 2.

. Zmalez¢ punkty cigglosci funkcji f, jesli:

(o) () =[a], (b) () = ala),
€ f@)= - Dkl (@) 7o) = [Jal]. |
@ 1D =0 s mmiego, @ T =10 s oo

. Wykazaé, ze funkcja x'? — 172% 4 2323 — 1212 + 7, okredlona na calej prostej, ma
wartos¢ najmniejsza.

sin (ln (e””Z + cos (ln (:c2 + 7))))
(2 +cos /(1 + |x|)> (22 + 1)
f:IR — IR ma warto$¢ najmniejsza i najwieksza.

. Niech f(z) = dla z € IR. Wykazaé, ze funkcja

. (a) Korzystajac z nieréwnosci sinz < x dla = > 0, znanej z wykladu, wykazaé, ze
funkcje sin: IR — IR i cos: IR — IR spelniaja warunek Lipschitza ze stalag L =1.

(b) Wykazaé, ze funkcja In:(a,00) — R spelnia warunek Lipschitza dla a > 0 ze
staly zalezna od a. Mozna skorzysta¢ z tego, ze In(1+t) < t dla t > —1.
Wykazaé, ze nie spelnia ona warunku Lipschitza na (0, 00) .

(c) Wykazaé, ze funkcja wykladnicza o podstawie e spelnia warunek Lipschitza na
pélprostej (—oo,a) dla dowolnej liczby rzeczywistej a, natomiast nie spelia wa-
runku Lipschitza na IR.

(d) Niech f,(x) = z®. Wyjasnié, na ktérych sposréd przedziatéw [0, 1], [1,2], [2,00)

funkcja f, spelnia warunek Lipschitza: a = 3 a=1,a=3.

. Rozstrzygnad, czy funkcja f spelnia warunek Lipschitza na przedziale P, jesli

(a) f(xr)=sinz?, P =(0,1); (b) f(x):sinf, P=(1,0);
(¢) f(x)=sin—, P=(0,1); (d) f(x):sin;, P=(1,00);
(&) f(@) =tgx, P=(0,1); (1) f2)=tgz, P=(L.5):
(@) f@)= . P=(0,1); () f(@) =, P = (1,2005)

. Wykaza¢, ze jesli funkcja f spelnia warunek Lipschitza na zbiorze ograniczonym D,
to istnieje liczba M € IR taka, ze dla kazdego punktu x € D zachodzi nieréwno$c¢
|f(x)| < M, tzn. funkcja speliajaca warunek Lipschitza na zbiorze ograniczonym jest
na tym zbiorze ograniczona.



