
Analiza matematyczna dla ekonomistów, ćwiczenia ósme, 2005/2006

1. Określić, jeśli to możliwe, wartości parametrów a, b , tak by funkcja f by la cia� g la:

(a) f(x) =

{

x ln(x2) dla x > 0;
a dla x = 0.

(d) f(x) =

{

(x− 1)3 dla x > 0;
ax+ b dla x ≤ 0.

(b) f(x) =

{

x sin 1
x

dla x > 0;
a dla x = 0.

(e) f(x) =

{
sinx−tg x
x

dla x > 0;
a dla x = 0.

(c) f(x) =

{
x dla |x| ≤ 1;
x2 + ax+ b dla |x| > 1.

(f) f(x) =

{

sin 1
x

dla x > 0;
a dla x = 0.

2. Wykazać, że jeśli funkcja f : (a, b) → R jest cia� g la w punkcie x0 ∈ (a, b) i f(x0) > 0 ,

to istnieje δ > 0 , taka że jeśli |x− x0| < δ , to f(x) > 0 (w pewnym otoczeniu punktu,

w którym f jest cia� g la i dodatnia, wszystkie wartości f sa� dodatnie).

3. Wykazać, że każde z poniższych równań ma co najmniej dwa pierwiastki rzeczywiste:

(a) ex = 1 + 2x , (b) 2x = 4x .

4. Wykazać, że każdy wielomian stopnia nieparzystego ma co najmniej jeden pierwiastek rze-

czywisty.

5. Punkt x0 nazywamy punktem sta lym funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy f(x0) = x0 .

(a) Niech f : [a, b] → [a, b] be� dzie funkcja� cia� g la� . Wykazać, że funkcja f ma co najmniej

jeden punkt sta ly.

(b) Podać przyk lad funkcji f : [a, b]→ [a, b] , takiej że f(x) 6= x dla każdej liczby x ∈ [a, b] ,

czyli funkcji f , która nie ma punktu sta lego.

(c) Wykazać, że jeśli f : IR→ IR jest funkcja� cia� g la� i nierosna� ca� , to f ma dok ladnie jeden

punkt sta ly.

(d) Wykazać, że jeśli f : IR→ IR jest zwe� żaja� ca, tzn. istnieje liczba nieujemna c < 1 , taka

że dla dowolnych x1, x2 ∈ IR zachodzi |f(x1)− f(x2)| ≤ c |x1 − x2| , to funkcja f ma

dok ladnie jeden punkt sta ly.

Czy IR można zasta� pić przedzia lem [a, b], (a, b) , (a, b] , jeśli a, b ∈ IR ?

6. Niech f(x) = 1 − 2|x| dla −1 ≤ x ≤ 1 . Wykazać, że dla każdej liczby naturalnej n ist-

nieje punkt xn ∈ [−1, 1] taki, że f(f(f . . . f
︸ ︷︷ ︸

n razy f

(xn))) = xn i jednocześnie dla każdej liczby

k ∈ {1, 2, . . . , n− 1} zachodzi f(f(f . . . f
︸ ︷︷ ︸

k razy f

(xn))) 6= xn .

To zadanie nie jest trudne, ale umieszczam z myśla� o studentach bardziej zainteresowanych

matematyka� , można je rozwia� zać w przypadku n=2,3 narysowawszy wykresy funkcji f ◦ f i

f ◦ f ◦ f ; to już da pewien pogla� d na problem.


