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1. Obliczyć
∫

f(x)dx , jeśli f(x) =

a. x+ 3x2 − 12x4 b. x(1 + x2)4 c. e2x
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j. x
2+2x−2
2+3x2 k. tgx l. 1

1+2x

m. x

1+2x n. x
2+2x+3
x+2 o. 1

(x+1)(x−2)

p. x

(x+1)(x−2) q. sinx cosx r. e
x

1+ex

s. x2
√

x3 − 1 t. e
√
x u. x sin 2x

v. x2 sinx w. xex x. x2e2x

y. arctgx z. 1√
4−x2

ż. x√
1−x4

ź. sin3 x α . 1
sin2 x

β . cosx · esinx

γ . lnx
x

δ . ex sinx ε . e2x sin 5x

Uwaga: Wie� kszość tych ca lek powinna być policzona przez studentów samodzielnie i to nie

w czasie ćwiczeń. Na zaje� ciach powinny być obliczone tylko niektóre, najlepiej te, z którymi

studenci nie mogli dać sobie rady poza zaje� ciami.

Informacja: Symbol
∫

f(x)dx oznacza funkcje� pierwotna� funkcji f zwana� też ca lka� nieozna-

czona� . Mamy wie� c
(∫

f(x)dx
)′

= f(x) . Jeśli dziedzina� funkcji f jest przedzia l i ma ona funkcje�

pierwotna� w ca lej dziedzinie, to ma ich nieskończenie wiele, ale nie różnia� sie� one bardzo jedna od

drugiej: różnica mie� dzy dwiema funkcjami pierwotnymi tej samej funkcji jest sta la na każdym prze-

dziale, na którym obie funkcje pierwotne sa� określone. Zwyczajowo piszemy
∫

f(x)dx = F (x)+C

przyjmuja� c, że F jest pewna� funkcja� pierwotna� funkcji f a C pewna� sta la� . Jeśli dziedzina funk-

cji f jest suma� pewnej liczby roz la� cznych przedzia lów, to symbol C oznacza funkcje� sta la� na

każdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji f .

Wzór na ca lkowanie przez podstawienie:
∫

f(g(x))g′(x)dx =
∫

f(y)dy należy rozumieć tak:

funkcja� pierwotna funkcji f(g(x))g′(x) jest funkcja F (y) , czyli funkcja F (g(x)) , oznaczenie F (y)

nie jest dok ladne, bo zmienilísmy zmienna� i musimy pamie� tać o tym skrócie: y to po prostu g(x) .

Piszemy cze� sto: jeśli y = g(x) , to dy = g′(x)dx . Zapis ten jest wygodny, choć symbolowi dx nie

nadajemy sensu, nie wyste� puje on samodzielnie. Cze� sto też stosowany jest zapis: jeśli y = g(x) , to

dy

dx
= g′(x) i wtedy dy = g′(x)dx lub dx =

1

g′(x)dy
. Ten sposób pisania jest bardzo wygodny,

jednak należy pamie� tać o tym, że dx i dy nie sa� przez nas zdefiniowane jako samodzielne symbole,

a wyrażenie
dy

dx
nie jest ilorazem tych wielkości, a jedynie oznaczeniem (jako ca lość) pochodnej

funkcji przypisuja� cej igreki iksom. Wolno tymi symbolami manipulować nieomal jak licznikiem i

mianownikiem u lamka dzie� ki twierdzeniom o pochodnej z lożenia dwu funkcji

(

dz

dx
=
dz

dy
·
dy

dx

)

i twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej

(

1

dy/dx
=
dx

dy

)

.

Wzór na ca lkowanie przez cze� ści:
∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−
∫

f ′(x)g(x)dx to po prostu wzór

na pochodna� iloczynu dwu funkcji zapisany za pomoca� symbolu ca lki, bywa pisany w skróconej

formie
∫

f dg = fg −
∫

gdf .


