Analiza matematyczna dla ekonomistéw, éwiczenia XXIII, 2005/2006
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Uwaga: Wiekszo$¢ tych calek powinna by¢ policzona przez studentéw samodzielnie i to nie
w czasie ¢wiczen. Na zajeciach powinny by¢ obliczone tylko niektére, najlepiej te, z ktérymi

studenci nie mogli da¢ sobie rady poza zajeciami.

Informacja: Symbol [ f(x)dx oznacza funkcje pierwotng funkcji f zwana tez catkg nieozna-
czong. Mamy wiec ([ f (ac)d:v)’ = f(z). Jesli dziedzing funkcji f jest przedzial i ma ona funkcje
pierwotna w calej dziedzinie, to ma ich nieskonczenie wiele, ale nie r6znig si¢ one bardzo jedna od
drugiej: réznica miedzy dwiema funkcjami pierwotnymi tej samej funkcji jest stala na kazdym prze-
dziale, na ktérym obie funkcje pierwotne sg okreslone. Zwyczajowo piszemy [ f(z)dx = F(z)+C
przyjmujac, ze I’ jest pewng funkcja pierwotna funkcji f a C pewng stala. Jesli dziedzina funk-
cji f jest suma pewnej liczby rozlacznych przedzialéw, to symbol C oznacza funkcje stala na
kazdym przedziale zawartym w dziedzinie funkcji f .

Wzdr na catkowanie przez podstawienie: [ f(g(z))g'(z)dz = [ f(y)dy nalezy rozumie¢ tak:
funkcja pierwotna funkeji f(g(z))g’(z) jest funkcja F(y), czyli funkcja F(g(x)), oznaczenie F(y)
nie jest doktadne, bo zmieniliSmy zmienna i musimy pamieta¢ o tym skrécie: y to po prostu g(z).
Piszemy czesto: jesli y = g(x), to dy = ¢'(x)dx . Zapis ten jest wygodny, cho¢ symbolowi dz nie
nadajemy sensu, nie wystepuje on samodzielnie. Czesto tez stosowany jest zapis: jesli y = g(x), to
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7 =9 (z) i wtedy dy = ¢'(z)dx lub dz = 7 (2 dy

jednak nalezy pamieta¢ o tym, ze dx i dy nie sa przez nas zdefiniowane jako samodzielne symbole,

. Ten sposéb pisania jest bardzo wygodny,

d
a wyrazenie d—y nie jest ilorazem tych wielkosci, a jedynie oznaczeniem (jako calosé¢) pochodnej
x

funkcji przypisujacej igreki iksom. Wolno tymi symbolami manipulowa¢ nieomal jak licznikiem i
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mianownikiem utamka dzieki twierdzeniom o pochodnej ztozenia dwu funkcji (

1 d
i twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej ( ay/d = d_x) .
y/ax Y

Wzér na catkowanie przez czesci: [ f(z)g'(z)dz = f(x)g(z) — [ f'(z)g(x)dz to po prostu wzdr
na pochodng iloczynu dwu funkcji zapisany za pomoca symbolu calki, bywa pisany w skréconej
formie [ fdg= fg— [gdf.



