
Analiza matematyczna dla ekonomistów, ćwiczenia XXII, 2005/2006

1. Niech A = [ai,j] be� dzie macierza� wymiaru k × k i niech f(x) = x · (Ax) .

Obliczyć
∂2f

∂xi∂xj
.

2. Niech f(x, y, z) =
1

√

x2 + y2 + z2
dla (x, y, z) 6= (0, 0, 0) . Wykazać, że w ca lej

dziedzinie funkcji f zachodzi równość
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0 .

3. Niech f(x, y, z) =

(

1
√

x2 + y2 + z2

)a

dla (x, y, z) 6= (0, 0, 0) i a > 0 . Wy-

kazać, że
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0 dla każdego (x, y, z) 6= (0, 0, 0) wtedy i tylko

wtedy, gdy a = 1 .

4. Niech f(x, y) = (ex cos y, ex sin y) . Wykazać, że dla każdego (x, y) kolumny

macierzy Df(x, y) sa� wzajemnie prostopad lymi wektorami o równej d lugości.

5. Niech f oznacza funkcje� określona� w zadaniu czwartym. Wykazać, że dla

każdego (x, y) ∈ IR2 macierz Df(x, y) jest nieosobliwa (jej wyznacznik jest

6= 0 ), chociaż funkcja f nie jest różnowartościowa.

6. Niech f oznacza funkcje� różniczkowalna� określona� na pewnym zbiorze otwar-

tym w IRk . Obliczyć

a.
∂g

∂x
oraz

∂g

∂y
, jeśli g(x, y) = f(x2, y3) , k = 2 ;

b.
∂g

∂x
oraz

∂g

∂y
, jeśli g(x, y) = f(

√

x2 + y2) , k = 1 ;

c.
∂g

∂x
oraz

∂g

∂y
, jeśli g(x, y) = f(x cos y, x sin y) , k = 2 ;

d.
∂g

∂x
,
∂g

∂y
oraz

∂g

∂z
, jeśli g(x, y, z) = f

(

x

y
,
y

z

)

, k = 2 .

7. Niech f(x, y) = g(x + y) + h(x − y) , gdzie g i h sa� funkcjami dwukrotnie

różniczkowalnymi. Wykazać, że
∂2f

∂x2
−
∂2f

∂y2
= 0

8. Niech f : IR2 −→ IR be� dzie funkcja� dwukrotnie różniczkowalna� o cia� g lych po-

chodnych cza� stkowych drugiego rze� du i niech
∂2f

∂x2
(x, y) −

∂2f

∂y2
(x, y) = 0 w

każdym punkcie (x, y) ∈ IR2 . Niech α(u, v) = f(u + v, u − v) . Wykazać, że

∂2α

∂u∂v
(u, v) = 0 . Wywnioskować sta� d, że istnieja� funkcje jednej zmiennej g

oraz h takie, że f(x, y) = g(x+ y) + h(x− y) dla każdego (x, y) ∈ IR2 .
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�
odbe� dzie sie� 20 czerwca 2006 r, z rana: pocza� tek o 8:00. Skończy

sie� przed 13:00. Be� dzie 10 zadań, trzeba be� dzie mieć 10 kartek.

Na stronach www dr. R.Sztencla i mojej znajduje sie� formularz egzaminacyjny,

można go użyć.


