Analiza matematyczna dla ekonomistéw, éwiczenia XX i XXI, 2005/2006

1. Znalez¢ maksimum i minimum funkcji f na zbiorze E dla
(a) flz,y)=5+4; E={(z,y):2* +y>=1};
b) f(z,y) =4dzy; E={(z,y):2%+y> <1};
(r,y,2) =22+ 292 +32%2; E={(v,y,2): 2% +y?+ 2% <100};
f D)=x+y+z; E={(x,y,2): 2 +y* <z <1}
(r,y,2) =2 —2y+2z; E={(x,y,2): 2% +y>+2%2=1};
)y=zyz; E={(zy, )'x2+y2+22:1 r+y+z=0};
Y=ayz; E={(z,y,2): 22 +9y*+22<1, 2+y+2=0};
r,y,2) =zyz; E={(z,y,2): 22 +y*+2°=1, a+y+2=1};
i) f(z,y,2)=ayz; E={(v,y,2): 22 +y>+22<1, 2 +y+2z=1};
) fl2,y,2) =ayz; E={(z,y,2): 2> +y’ +22 <1, o +y+2z<1};
k) f(z,y,2) =a2y?2%; E={(z,y,2):x+y+2=6, 2>0,y>0,2>0};

) f(z,y,2) =sinxsinysinz; E={(z,y,2):2+y+2=7%5, >0,y>0,2z>0}.
D f(xy,29,...,210) = 122 + 2123 + 124 + -+ + ToX 10,
E ={(z1,29,...,210): 1+ x2+ ...+ x10=10, 21,22,...,210 > 0}
(m) f(x1,22,...,210) =21+ T2+ ...+ Z10,
E={(x1,22,...,710): 2122+ X123 +T1T4 + -+ + x9w10 = 45, T1,T2,..., 210 > 0};
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2. Znalez¢ punkty na powierzchni z = xy + 5, ktére znajduja, sie najblizej punktu (0,0,0).

3. Znalez¢ maksimum objetosci prostopadioscianu o Scianach prostopadiych do odpowiednich

2?2 22
osi uktadu wspotrzednych wpisanego w elipsoide — + 5] —|— —=1.
4. Znalez¢ minimum sumy kwadratéw 100 liczb dodatmch, ktorych suma wynosi 200.

5. Pokazaé, ze maksimum funkcji produkeji P(z,y) = 2%y® (gdzie a+8=1, a >0, 3>0)

przy stalych kosztach ax + by = 1 jest osiagane dla x = 2y =73
a

6. Pokazaé¢, ze minimum funkcji kosztow C(z,y) = ax + by przy stalym poziomie produkcji
b\ 7P
r%yP = P (gdzie o + 3 = 1) jest osiggane dla = = P (g—) oraz y = (BZ>
a e
7. Znalez¢ punkty zerowania sie gradientu funkcji f i wyjasni¢, w ktorych z nich ma ona lokalne
minima, w ktérych — lokalne maksima, a w ktérych nie ma lokalnego ekstremum, jesli

a) f(z,y,2) =2 +y*>+2°+2zx+4y —6z; (b) f(z,y) =2° + 3zy® — 152 — 12y;
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f (f) flz,y) = 32% + 3y® + 8x%y°
f(z,y) =y* + 32%y — 2%y, (h) f(z,y) =y2 +y* + 32* — 423 — 1222;
f (G) flz,y) = —a* +y* + daPy — 2¢°;
k) f(z,y) = 2% —y* — 223 — 2292 + 22 + 92
2

ad (j):  w otoczeniu punktu (0,0) rozwazy¢ zachowanie sie funkcji f na paraboli y = x°.
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. Niech f(z,y)=6y®+ 15y* — 50y° — 90y? + 1 (—e** + (y + 1)*(y — 2)?)",

. Niech f(z,y,2) =1 (3(z+y)® — 182% — 362y — 5dy? — 92% + 2) . Znalez¢ punkty krytycz-
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ne f, tj. te, w ktérych grad f(x,y,z) = ((x +y)? —dx — 4y, (z +y)? — 4o — 12y, —22)
jest wektorem zerowym. Wyjasni¢, w ktorych z tych punktéw funkcja f ma lokalne minima,

w ktorych lokalne maksima, a w ktérych nie ma lokalnego ekstremum.
2

g(z,y) = 6y° + 15y* — 50y — 90y* + 1 (—e** + y2(y + 3)2)2.
Zmalez¢ punkty zerowania sie gradientu obu funkcji i wyjasni¢, w ktérych punktach funkcje
maja lokalne minima, w ktorych lokalne maksima, a w ktorych nie ma lokalnego ekstremum.
Wykazaé, ze funkcje f i g nie sa ograniczone ani z géry ani z dotu.
Firma wytwarza 2 produkty. Ceny wynosza p; i ps. Koszt wytworzenia ¢; sztuk jednego
produktu i ¢o sztuk drugiego wynosi C(q1,q2) = 2¢% + q1q2 +2¢3 . Znalezé maksymalny zysk
firmy, tj. maxII dla I1(q1, g2) = p1g1 +p292—C(q1, g2) w zbiorze {(¢1,92): q1 >0, g2 > 0}.
Firma wytwarza 2 produkty. Popyt na te produkty przy cenach p; i po wynosi odpowiednio
q1 =40 — 2p1 + p2 oraz qo = 15+ p; — po. Koszt wytworzenia ¢; sztuk jednego produktu
i qo sztuk drugiego wynosi C(q1,q2) = ¢3 + q1g2 + ¢3 . Jak nalezy ustali¢ ceny p; i pa, by
zysk firmy II(p1, p2) = p1q1 + p2g2 — C(q1,q2) byl najwiekszy ?
Firma wytwarza produkt sprzedawany na trzech rynkach. Niech p; oznacza cene produktu
na i-tym rynku, a ¢; sprzedang ilo$¢ (i = 1,2,3). Zaleznosci pomiedzy cenami a iloscia
produktu na tych rynkach sa nastepujace: p;1 = 63 — 4q1, p2 = 105 — 5qo p3 = 75 — 6q3.
Koszt produkeji wynosi 20 4+ 15(q1 + g2 + ¢3) . Obliczy¢é maksymalny zysk firmy.
Wyjasnié, czy funkcja (1 + 2200%) . (1 4+ ¢2995) . (1 + 22906) ma lokalne ekstremum w punkcie
(0,0,0); jesli tak, to czy ma lokalne minimum czy tez maksimum w tym punkcie.
Niech f(z,y,2) = 322 — 8xy — 3y? + 2% + 8x3y + 2422y? + 32xy> + 16y*. Znalezé kresy
funkcji f i jej lokalne ekstrema, wiedzac, ze % = 62 — 8y + 423 + 24x%y + 48zy? + 3293
i 8L = —8x — 6y + 82° + 4822y + 96xy> + 64y°.
Niech A = {(z,y): 2%+y? =100}, f(z,y) = 3z +4y. Znalez¢ sup f i inf f na zbiorze A.
Znalez¢ kres dolny i gérny odlegtosci punktéw (z,y) € B = {(z,y): % +L = 1} od
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punktu (0, %) .



