Analiza matematyczna dla ekonomistéw, éwiczenia dziewietnaste, 2005/2006

1. Niech f(z,y) = az?® + 2bzy + cy?, D = ac — b?. Wykazaé, ze

(a) jesli D>01a>0,to 0= f(0,0) < f(z,y)) dla dowolnego punktu (z,y) # (0,0);

(b) jesli D>01ia<0,to 0= f(0,0)> f(x,y) dla dowolnego punktu (z,y) # (0,0);

(c) jesli D < 0, to funkcja f jest nie jest ograniczona ani z gory, ani z dotu, nie ma tez w
punkcie (0,0) lokalnego ekstremum;

(d) jesli D = 0 i przynajmniej jedna z liczb a,b,c jest rézna od 0, to istniejg liczby
a # 0,3, takie, ze 2 +~2 > 0 i dla dowolnego punktu (x,y) zachodzi f(x,y) =
a(fr + yy)? — w tym przypadku f ma w punkcie (0,0) ekstremum niewlasciwe, t;j.
wartos¢ f(0,0) =0 jest przyjmowana w dowolnym otoczeniu punktu (0,0) nie tylko w
tym punkcie, ale réwniez w nieskonczenie wielu innych punktach.

2. Mowimy, ze punkt p € A jest punktem ekstremalnym zbioru A C R” wtedy i tylko wtedy,
gdy nie istniejg punkty x,y € A takie, ze p = % i x # p# vy .Znalezé punkty ekstremalne
zbioru A, jesli A =
{(z,y): y = |2} {(z,y): y < |z} {(z,9): y=lz[}

{(z,9): 2*+y* =1} {(z,y): 2 +y* <1} {(z,y): |zl <y<2—|af}

3. Niech zbiér A C IR? bedzie wypukly i zwarty a funkcja f: A — IR — ciagla. Wykazaé, ze
(a) jesli f jest liniowa, to istnieja punkty ekstremalne p,q zbioru A takie, ze dla kazdego

punktu z € A zachodzi nieréwnosé f(p) < f(x) < f(q) (nie twierdzimy, ze p jest
jedynym punktem, w ktérym f osiaga kres dolny!);

(b) jesli f jest wypukla, tzn. f(tz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y) dla dowolnych =,y € A
oraz dowolnego t € (0,1),to f osiaga swdj kres gérny w pewnym punkcie ekstremalnym
zbioru A (by¢ moze réwniez w innych punktach);

(c) jesli f jest Scisle wypukla, to osiaga swdj kres dolny w dokladnie jednym punkcie (nie-
koniecznie ekstremalnym).

Uwaga: twierdzenie prawdziwe jest réwniez w RF dla k > 2.

4. Zmnalez¢ kres dolny i kres gérny funkcji f na zbiorze E, jesli
(a) f(xz,y) =xy—z—y+3, E to tréjkat domkniety o wierzchotkach (0,0), (2,0), (0,4);
(b) flz,y)=2?+y?—wzy, E={(z,y): |z|+y] <1};

(€ flzy)=zy®, E={(z,y): 2°+y*><3};

(@) flo,y) = (1+a2)e V| B =R2,

(e) fz,y,2) = (x+y+2)e” @t B ={(z y 2): x>0, y>0, 2>0}.

5. Zobaczmy, co sie moze wydarzy¢ w wymiarze wiekszym niz 1:

(a) Wykazaé, ze funkcja (1 + e¥)cosz — ye¥ ma nieskoriczenie wiele maksiméw lokalnych,
chociaz nie ma zadnego minimum lokalnego.

(b) Wykazaé, ze gradient funkcji 2(1 — e?¥ + 22)3 — 3(1 — €%¥ + 22)? — 2422e?Y zeruje sie
w dokladnie jednym punkcie, w tym punkcie funkcja ma lokalne maksimum wtasciwe,
chociaz jest nieograniczona z géry (i z dotu).

(c) Niech f(z,y) = 6y® + 15y* — 50y® — 90y2 + 1 (—e2 + (y + 1)2(y + 3)2)*. Znalezé kresy
funkcji f oraz punkty, w ktorych funkcja ta ma lokalne ekstrema.

0
Mozna skorzystaé przy tym z réwnosci: af (z,y) = —€* (=" + (y + 1)*(y + 3)*) oraz
x

Z—ch(:v,y) =30y(y+3)(y+ Dy —2)+2(y+ 1y +2)(y +3) (—e** + (y + 1)*(y + 3)?) .



