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1. Pokazać, że niżej zdefiniowana funkcja jest różniczkowalna w (0, 0) :

f(x, y) =

{

x3+y3√
x2+y2

, jeżeli (x, y) 6= (0, 0);

0, jeżeli (x, y) = (0, 0).
,

a funkcja

f(x, y) =

{

x3+y3

x2+y2 , jeżeli (x, y) 6= (0, 0);

0, jeżeli (x, y) = (0, 0).

jest cia� g la w punkcie (0, 0) , ale różniczkowalna w tym punkcie nie jest.

2. Pokazać, że funkcja f(x, y) = 3
√
xy nie jest różniczkowalna w (0, 0) , chociaż istnieja� obie

pochodne cza� stkowe w tym punkcie.

3. Obliczyć pochodne cza� stkowe funkcji

(a) f(x, y) = e−x
2
−2xy+4 , (b) f(x, y) = arctan(x

y
) ,

(c) f(x, y, z) = ex sin y + ey sin(2z) + ez sin(3x) , (d) f(x) = ‖x‖ =

√

∑k
i=1x

2
i , dla x 6= 0 ,

(e) f(x) = e−x·x, dla x ∈ IRk , gdzie x · x =
∑k
i=1x

2
i .

4. Znaleźć kierunek najszybszego wzrostu funkcji f , czyli jej gradient, w punkcie P dla:

(a) f(x, y) = arctan( y
x

) , p = (1,−2) ; (b) f(x, y, z) =
√

xy2z3 , p = (2, 2, 2) ;

(c) f(x, y, z) = ex−y−z , p = (5, 2, 3) ; (d) f(x, y, z) = x+ 2y + 3z , p = (1, 1, 1) .

Uwaga: jeśli funkcja f zależy od 3 zmiennych, to: grad f(p) =
(

∂f
∂x

(p), ∂f
∂y

(p), ∂f
∂z

(p)
)

.

5. Znaleźć równanie p laszczyzny (prostej) stycznej do powierzchni f(x, y, z) = 0 (krzywej

f(x, y) = 0 ) w punkcie p gdy:

(a) f(x, y, z) = 3
√
x+ 3
√
y + 3
√
z − 1 ; p = (1,−1, 1) ,

(b) f(x, y, z) = x2 − 2y2 + z3 + xyz − 14 ; p = (5,−2, 3) ,

(c) f(x, y) = x4 + xy + y2 − 19 ; p = (2,−3) .

6. Pokazać, że niżej zdefiniowana funkcja nie jest różniczkowalna w (0, 0) :

f(x, y) =

{

xy(x+y)
x2+y2

, jeżeli (x, y) 6= (0, 0),

0, jeżeli (x, y) = (0, 0),

chociaż ma obie pochodne cza� stkowe w tym punkcie. Pokazać, że pochodna kierunkowa

f ′v(0, 0) istnieje dla każdego v ∈ IR2 a funkcja IR2 3 v → f ′v(0, 0) ∈ IR nie jest liniowa!

7. Pokazać, że funkcja f(x, y) = (x − y2)(3x − y2) po obcie� ciu do dowolnej prostej przecho-

dza� cej przez (0, 0) ma mimimum lokalne w (0, 0) . Czy f ma minimum lokalne w (0, 0) ?

Wskazówka: można rozważyć obcie� cie f do paraboli 2x = y2 .

8. Funkcje� f : IRk → IR nazywamy p –jednorodna� ( p ∈ IR ), jeżeli f(tx) = tpf(x) dla dowol-

nych t > 0 ,x ∈ IRk . Pokazać, że jeżeli funkcja f jest różniczkowalna i p –jednorodna, to

gradf(x) · x = pf(x) , a jej pochodne cza� stkowe ∂f
∂xi

sa� funkcjami (p− 1) –jednorodnymi.


