
Analiza matematyczna dla ekonomistów, ćwiczenia siedemnaste, 2005/2006

Zdefiniujmy: f1(x, y, z) = 6x+ 3y + 2z − 6 , f2(x, y, z) = −2x− y + z + 2 ,

f3(x, y, z) = −x− 3y − 2z + 6 , f4(x, y, z) = −3x+ y − z + 3 ,

A = {(x, y, z): f1(x, y, z) = 0, f2(x, y, z) ≥ 0, f3(x, y, z) ≥ 0, f4(x, y, z) ≥ 0} ,

B = {(x, y, z): f1(x, y, z) = 0, f2(x, y, z) ≤ 0, f3(x, y, z) ≥ 0, f4(x, y, z) ≥ 0} ,

C = {(x, y, z): f1(x, y, z) ≤ 0, f2(x, y, z) ≥ 0, f3(x, y, z) ≥ 0, f4(x, y, z) ≥ 0, x, y, z ≥ 0} .

1. Wykazać, że A jest wieloka� tem wypuk lym i znaleźć wszystkie jego wierzcho lki.

2. Wykazać, że B jest nieograniczonym zbiorem wypuk lym, którego ”brzeg” (wzgle� dem p lasz-

czyzny f1 = 0 , a nie wzgle� dem IR3 ) sk lada sie� z pewnej liczby odcinków i pó lprostych.

3. Wykazać, że C jest wielościanem wypuk lym i znaleźć jego wierzcho lki.

4a. Zbadać cia� g lość funkcji f : IRk → IR określonej wzorem f(x) = x ·Mx + b · x , gdzie M

jest macierza� k × k , zaś b ∈ IRk .

4b. Zbadać cia� g lość funkcji f : IRk → IR określonej wzorem f(x) = ln(1 + ‖x‖) .

4c. Zbadać cia� g lość funkcji f : IR2 → IR określonej naste� puja� co:

f(x, y) = (x+ y) sin
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, jeżeli xy 6= 0 i f(x, y) = 0 , jeśli xy = 0 .

4d. Zbadać cia� g lość odwzorowania f : IR3 → IR2 określonego naste� puja� co:

f(x, y, z) =
( xy
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,
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, jeżeli (x, y, z) 6= (0, 0, 0) i f(0, 0, 0) = (0, 0) .

5. Niech f(x, y) = xy dla x > 0 i y > 0 . Pokazać, że nie można określić funkcji w (0, 0) tak,

aby by la ona cia� g la w tym punkcie.

6. Definiujemy funkcje� f : IR2 → IR naste� puja� co f(x, y) =
x2y

x4 + y2
, gdy (x, y) 6= (0, 0)

i f(0, 0) = 0 . Pokazać, że obcie� cie f do dowolnej prostej przechodza� cej przez (0, 0) jest

funkcja� cia� g la� na tej prostej, mimo że funkcja f nie jest cia� g la w (0, 0) .

7. Zbiór S = {x ∈ IRk : f(x) = f(x0)} nazywamy poziomica� (warstwica� ) przechodza� ca� przez

punkt x0 funkcji f : IRk → IR . Pokazać, że poziomice funkcji cia� g lej sa� domknie� te w IRk .

8. Zbiór Γf = {(x, f(x)) ∈ IRk × IRl : x ∈ IRk} nazywamy wykresem funkcji f : IRk → IRl .

Pokazać, że jeżeli f jest cia� g la, to wykres Γf jest domknie� ty w IRk+l = IRk × IRl . Podać

przyk lad funkcji niecia� g lej przynajmniej w jednym punkcie, której wykres jest zbiorem do-

mknie� tym.

9. Niech Ω1 i Ω2 be� da� zbiorami wypuk lymi w IRk . Pokazać, że dla dowolnych α , β ∈ IR zbiór

αΩ1 + βΩ2 = {αx+ βy : x ∈ Ω1, y ∈ Ω2} jest wypuk ly.

10. Pokazać, że cze� ść wspólna dowolnie wielu zbiorów wypuk lych jest zbiorem wypuk lym.

11. Niech A be� dzie macierza� m× n (tzn. macierz A ma m wierszy i n kolumn), a Ω zbiorem

wypuk lym w IRn . Pokazać, że zbiór A(Ω) = {Ax : x ∈ Ω} jest wypuk ly w IRm .

12. Niech A be� dzie macierza� , która ma m wierszy i n kolumn, b ∈ IRm . Pokazać, że zbiór

{x ∈ IRn : (Ax)i ≤ bi dla 1 ≤ i ≤ m} jest wypuk ly w IRn .

13. Wykazać, że zbiór Ω =
{

(x, y, z) ∈
�
3 : z ≥ x2 + y2

}

jest wypuk ly.


