Analiza matematyczna dla ekonomistéw, éwiczenia szesnaste, 2005/2006

Definicja normy
Norma na przestrzeni IR” nazywamy dowolna funkcje v: R¥ — [0, +0c] taks, ze
IL.v(r)=0 & z1=a9=... =2, =0,
2.v(tz) = |tlv(x) dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ i kazdego x € R* oraz
3.v(x+y) <v(z)+v(y) dla dowolnych z,y € R*. m

Definicja kuli w metryce indukowanej przez norme v
Kula otwartg o srodku w punkcie p € R” i promieniu r > 0 nazywamy zbidr
B(p,r)={z e R": wv(z—p) <r}.
Kuly domknietq o $rodku w punkcie p € IR i promieniu 7 > 0 nazywamy zbiér
Bp,r)={zeR": v@—-p) <r}.m

Definicja iloczynu skalarnego na IR”

Tloczynem skalarnym na IR® nazywamy funkcje, ktéra kazdej parze wektoréw u,v € R przypisuje liczbe
rzeczywista w - v w taki sposdb, ze:

1. u-v=v-u dla dowolnych u,v € RF,

2. (up +ug)-v=uy-v+ug- v dla dowolnych uj,us,v € R”,

3. (tu)-v =t(u-v) dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ i dowolnych u,v € IRF

4. u-u >0 dla dowolnego ue R, przyczym v-u=0 & uy =uy=...=up=0.1

Méwimy, ze norma v pochodzi od iloczynu skalarnego - lub ze jest indukowana przez iloczyn skalarny
- wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora u € R* zachodzi: v(u) = u - u .

1.Dla x = (z1,...,7;) € RF okreslmy: [x|; = Y5 |wl, x| = 3,22 oraz
[Xlloo = maxi=1 .k |74
Wykazaé, ze kazda z tych funkcji jest norma na IR* oraz: ||x||ee < ||%|| < ||X]l1 < k- ||X/|so - Niech
UV = uvy + ugve + - -+ + urvy . Wykazaé, ze ta funkcja jest iloczynem skalarnym i ze od niego
pochodzi norma ||x||, natomiast dwie pozostale normy zdefiniowane w tym zadaniu nie pochodza ani

od tego iloczynu skalarnego, ani od zadnego innego (dla k > 2).

2. Narysowaé kule domkniete w R? o $rodku w (0,0) i promieniu 1 w metrykach indukownych przez

normy || - fJr, |-} 1 ]+l -

3. Niech funkcja przypisujaca wektorom u,v € IR? liczbe u-v bedzie iloczynem skalarnym. Dowiesé, ze
istnieja liczby a,b,c € IR, takie ze

b
u-v = auivr + b(urvs + ugvr) + cugvz = (U, us) (Z C> <vl> ’

V2
przy czym a >0 i Z b ‘ > 0. Dowieé¢ tez, ze funkcja, ktora przypisuje wektorom u,v € R? liczbe
(u1,u2) <Z i) <Zl> , jest iloczynem skalarnym wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0 i ch lc)‘ >0.
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4. ,Narysowaé” nastepujace zbiory (w odpowiedniej przestrzeni, R? lub R?):

a. A ={(z,y): |z| |yl <1},

b. B ={(z,y): 0<z+y<1, y>a2?},

c. C ={(z,y): O0<z+y<l, y>a2?+1},

d. D ={(z,y): 2?+2x+y>—4y> -1, 922 + 16y% < 144},
e. E ={(z,y,2): 2>0,y>0,2>0, x+2y+32z=06},

f. F ={(z,y,2): 2>0,y>0, 2>0, v+ 2y+ 3z <6},

g. G ={(z,y,2): 2®>+y?>=422 22 +y*>+22=9},

h. H ={(z,y,2): 2%2+y?><42? 22+y>+22<9},

i. I ={(z,y,2): 22+y*=4, 22 +y*+ 22 <9},

o 3 ={(y,2): 2?4y <4 2 +y? + 27 <9

k. K ={(z,y,2): 2%2+y%<4, 22 +y*>+2%2>9},

L. L ={(z,y,2): 224+y?<z 22 +y?+22<1},

m. M={(z,y,2): 22—y’ =2z 22 +9y?>+22<1},

n. N ={(z,y,2): 22+y?<4, 22+9%-22<1},

o. O ={(m,y,2): 2?+y?><4, 2?2 —2?—y?> <1},

p. P ={(z,y,2): 2y<0, 22+22<1}

r. R ={(z,y,2): 2>0,y>0,2>0, z+y+2z<3},

s. S ={(z,y,2): £>0,y>0,2>0, c4+y+22>6, z+y+2z <6},
t. T ={(z,y,2): 2>0,y>0,2>—-6,z+y+22>6, x+y+2 <6},
u. U ={(z,y,2): |2| <1, |yl <1, |2| <1, 22 +9y?+22 > 1},
vo V ={(z,y,2): |z| <1, |yl <1, |2| <1, 22 +9%+ 22 > 1},
w., W={(z,y,2): |2|]<1, |yl <1, |z|<1, 22 +y?+22=1},

5. Cigglo$¢ normy. Pokazaé, ze

Il = Iyl| < lx =y
6. Wypuklosé normy. Pokazaé, ze |[ax + (1 — a)y|| < o||x| + (1 — a)|ly|| dla 0 < o < 1. Pokazaé, ze
kule B(xg,7), B(xg,r) sa zbiorami wypuktymi, niezaleznie od tego jakiej normy uzywamy do ich
zdefiniowania.
7. Wyjasnié, ktoére ze zbioréw zdefiniowanych w zadaniu 4 sa otwarte, ktére domkniete, ktére ograni-
czone, ktére zwarte, ktore wypukle, a ktore spdjne.
Przypomnienia:
zbior G jest otwarty < dla kazdego p € G istnieje r, > 0, takie ze B(p,r,) C G;
zbior F' jest domkniety < zbiér R” \ F' jest otwarty < z tego, ze p = nh—>Holo Pn 1 p, € F dla kazdego

n, wynika, ze réwniez p € F';

zbiér C' jest zwarty < z kazdego ciagu punktéw (p,) nalezacych do C' mozna wybraé¢ podciag, ktory
ma granice w zbiorze C (jeSli C C R”, to C jest zwarty < C jest domkniety i ograniczony);

C' jest niespdjny < istnieja dwa zbiory otwarte Gy, Gs, takie ze G1(|C #0 # Go(C, G1UG2 D C
i G1NG2NC =0 (otwarty podzbiér R jest spéjny < kazde dwa punkty tego zbioru mozna polaczy¢
tamana zawarta w tym zbiorze; dla zbioréw nieotwartych twierdzenie to jest nieprawdziwe, ze spdjnosci nie

wynika istnienie tamanych: okrag jest sp6jny, choé¢ nie zawiera zadnego odcinka, tym bardziej lamanej!).

Trzecia klas6wka elementarna odbedzie si¢ 29 marca w Srode w czasie ¢wiczen. Tematyka: uprasz-

czanie wyrazen algebraicznych oraz wielomiany i réwnania wyzszych stopni, zasady takie jak poprzednio.



