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1. Korzystaja� c z wypuk lości lub wkle� s lości odpowiedniej funkcji wykazać, że:

(a) 2
√

2

π
x < sinx < x dla 0 < x < π

4
;

(b) tg x > 1 +
√

2(x− π
4

) dla π
4
< x < π

2
;

(c) ln x < −1 + ln 10 + 0.1x dla 0 < x 6= 10;

(d) (1 + x)a ≤ 1 + ax dla a ∈ (0, 1) i x > −1, wyjaśnić, dla jakich a, x zachodzi równość;

(e) (1 + x)a ≥ 1 + ax dla a /∈ (0, 1) i x > −1, wyjaśnić, dla jakich a, x zachodzi równość;

(f) ln x < 1
2
(x2 − 1) dla 0 < x 6= 1.

2. Korzystaja� c z wypuk lości lub wkle� s lości odpowiedniej funkcji wykazać, że:

(a) 1
2
(x100 + y100) > (x+y

2
)100 dla x 6= y ;

(b) sin x+y+z
3
> 1
3
(sinx+ sin y + sin z) dla dowolnych x, y, z ∈ [0, π] , jeśli któreś dwie spośród liczb

x, y, z sa� różne:

(c) spośród trójka� tów wpisanych w okra� g o promieniu 1 najwie� kszy obwód ma trójka� t równoboczny;

(d) spośród stuka� tów wpisanych w okra� g o promieniu 1 najwie� ksze pole ma stuka� t foremny;

(e) tg x+y+z
3
< 1
3
(tgx+ tg y + tg z) dla x, y, z ∈ (0, π

2
), jeśli wśród liczb x, y, z sa� co najmniej dwie

różne;

(f) spośród trójka� tów opisanych na okre� gu o promieniu 1 najmniejszy obwód ma trójka� t równoboczny;

(g) spośród stuka� tów opisanych na okre� gu o promieniu 1 najmniejsze pole ma foremny;

(h) dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c , z których przynajmniej dwie sa� różne, zachodzi nierówność

(a
2
+b2+c2

a+b+c
)a+b+c > aabbcc > (a+b+c

3
)a+b+c ;

(i) (3x+ 2y) · tg 3x+2y
5
≤ 3x · tg x+ 2y · tg y dla 0 ≤ x, y < π

2
oraz wyjaśnić, kiedy zachodzi równość;

(j) dla dowolnych liczb dodatnich x, y, z zachodzi nierówność:

x ln x+ 2y ln y + 3z ln z + (x+ 2y + 3z) ln 6 ≥ (x+ 2y + 3z) ln(x+ 2y + 3z)

oraz wyjaśnić, kiedy zachodzi równość;

(k) jeśli a, b > 0, to (2−
√

3)a2+
√

3 + (2 +
√

3)b2−
√

3 ≥ 4 4
√
ab , dla jakich a, b zachodzi równość?

3. Wykazać, że jeśli prosta ma trzy różne punkty wspólne z wykresem funkcji wypuk lej f , to ma z tym

wykresem wspólny odcinek i f nie jest funkcja� ścísle wypuk la� .

4. Wykazać, że dla dowolnych parametrów a, b ∈ IR równanie tg x = ax + b ma co najwyżej trzy różne

rozwia� zania w przedziale
(

− π
2
, π
2

)

.

5. Wykazać, że jeśli funkcja ścísle wypuk la jest cia� g la i nie jest monotoniczna, to ma wartość najmniejsza�

i ta najmniejsza wartość jest przyjmowana w dok ladnie jednym punkcie, przy czym jest to punkt

wewne� trzny dziedziny funkcji.

6. Wykazać, że jeśli funkcje f i g sa� wypuk le, funkcja g jest niemaleja� ca, to funkcja g ◦ f jest wypuk la,

jeśli natomiast g jest nierosna� ca, to z lożenie g ◦ f może być funkcja� wkle� s la� , wypuk la� lub nawet mieć

punkty przegie� cia.

7. Wykazać, że jeśli funkcja f jest wypuk la na każdym z przedzia lów [a, b] i [b, c] oraz różniczkowalna w

punkcie b , to jest wypuk la na [a, c] . Podać przyk lad świadcza� cy o tym, że bez za lożenia różniczkowal-

ności teza nie jest prawdziwa.


