Analiza matematyczna dla ekonomistéw, ¢wiczenia czternaste, 2005/2006

1. Korzystajac z wypuklosci lub wklestosci odpowiedniej funkcji wykazac, ze:
(a) 27‘/51‘<sinx<x dla 0 <z < 7;
(b) tgz>1+V2(x— %) dla T<a<Z
(c) mz < —-1+In10+0.1z dla 0 < z # 10;
(d) 14+2)*<14ax dlaac(0,1)ixz>—1, wyjasnié, dla jakich a,z zachodzi réwnosé;
() 1+x)*>1+4ax dlaad¢(0,1)1ix>—1, wyjasni¢, dla jakich a,z zachodzi réwnos¢;
(f) mz<i(z?-1)dla0<z#1.
2. Korzystajac z wypuklosci lub wklestosci odpowiedniej funkcji wykazac, ze:
(a) L(2100 +y100) > (ZH1)100 dla g £ y;
(b) sin &+ > l(sinz +siny +sinz) dla dowolnych z,y,z € [0,7], jesli ktéres dwie sposréd liczb
x,1,z sa rozne:
(c) sposrdd tréjkatéw wpisanych w okrag o promieniu 1 najwiekszy obwéd ma tréjkat réwnoboczny;
(d) sposrdd stukatéw wpisanych w okrag o promieniu 1 najwieksze pole ma stukat foremny;
(e) tg % < 3(tgz +tgy+tgz) dla z,y,2 € (0,%), jesli wérdd liczb x,y,z sa co najmniej dwie
rézne;
(f) sposrdd tréjkatéw opisanych na okregu o promieniu 1 najmniejszy obwéd ma tréjkat rownoboczny;
(g) sposréd stukatéw opisanych na okregu o promieniu 1 najmniejsze pole ma foremny;
(h) dla dowolnych liczb dodatnich a,b,c, z ktérych przynajmniej dwie sg rézne, zachodzi nier6wnosé
(aztbjrc«:? yatbte 5 gapbee > (%b-‘rc)a-i-b-i-c;
(1) Bz +2y)-tg % <3z-tgxr+2y-tgy dla 0 < z,y < § oraz wyjasni¢, kiedy zachodzi réwnos¢;
(j) dla dowolnych liczb dodatnich x,y, z zachodzi nieréwnosé:
zlnz+2ylny+3zInz+ (r+2y+32)In6 > (x + 2y + 32) In(x + 2y + 32)
oraz wyjasni¢, kiedy zachodzi réwnosé;
(k) jesli a,b >0, to (2—v3)a>"V3 + (2+ v3)b> V3 > 4V/ab, dla jakich a,b zachodzi réwnosé?

3. Wykazad, ze jesli prosta ma trzy rézne punkty wspélne z wykresem funkcji wypuklej f, to ma z tym
wykresem wspolny odcinek i f nie jest funkcja Scisle wypukla,.

4. Wykazaé, ze dla dowolnych parametréow a,b € IR réwnanie tgxz = ax + b ma co najwyzej trzy rézne
rozwigzania w przedziale ( — 5 g) .

5. Wykazaé, ze jedli funkcja Scisle wypukla jest ciagla i nie jest monotoniczna, to ma warto$¢ najmniejsza
i ta najmniejsza wartos¢ jest przyjmowana w dokladnie jednym punkcie, przy czym jest to punkt
wewnetrzny dziedziny funkcji.

6. Wykazaé, ze jesli funkcje f i g sa wypukte, funkcja g jest niemalejaca, to funkcja go f jest wypukia,
jesli natomiast ¢ jest nierosnaca, to zlozenie g o f moze by¢ funkcja, wklesla, wypukla lub nawet mie¢
punkty przegiecia.

7. Wykazaé, ze jesli funkcja f jest wypukta na kazdym z przedzialéw [a,b] i [b, ] oraz rézniczkowalna w
punkcie b, to jest wypukla na [a,c]. Podaé¢ przyklad swiadczacy o tym, ze bez zalozenia rézniczkowal-

nosci teza nie jest prawdziwa.



