
Analiza matematyczna dla ekonomistów, ćwiczenia dwunaste i trzynaste, 2004/2005

To jest ostatnia seria zadań w 2005 r, do zrobienia już w przysz lym, powinno starczyć na dwa

ćwiczenia, a może i na d lużej. To jeden z najważniejszych tematów! Zadania ilustruja� zasto-

sowanie pochodnej do badania funkcji i znajdowania ekstremów lokalnych i absolutnych. Studenci

powinni postarać sie� rozwia� zać samodzielnie wszystkie te zadania, które nie zostana� przerobione w

czasie ćwiczeń. Zadania „tekstowe” koniecznie należy przeczytać i zrozumieć (nawet nie rozwia� zuja� c)

przed ćwiczeniami, bo inaczej można mieć sporo k lopotów ze zrozumieniem i to takich, których można

dosyć  latwo unikna� ć.

1. Jaki jest minimalny czas doj́scia do domu stoja� cego przy prostoliniowej szosie w odleg lości 13 km od

miejsca, w którym sie� znajdujemy, jeśli odleg lość od szosy wynosi 5 km, w terenie poruszamy sie� z

pre� dkościa� 3km/h, zaś po szosie – z pre� dkościa� 5 km/h.

2. Znaleźć maksimum:

a. obje� tości bry l powsta lych w wyniku obrotu trójka� ta prostoka� tnego o obwodzie 1 wokó l

przeciwprostoka� tnej;

b. obje� tości stożka wpisanego w kule� o promieniu 1;

c. obwodu trójka� ta wpisanego w okra� g o promieniu 1;

d. d lugości statku, który może wp lyna� ć z kana lu o szerokości a > 0 do prostopad lego doń

kana lu, którego szerokość jest równa b > 0;

e. pola trójka� ta o obwodzie 3 - można skorzystać z wzoru Herona;

f. wyrazu cia� gu (an), jeśli an = n52−n dla n = 1, 2, 3... ;

g. wyrazu cia� gu (an), jeśli an = n53−n dla n = 1, 2, 3...

3. Cie� żarówka porusza sie� po autostradzie ze sta la� pre� dkościa� v km/h. Minimalna pre� dkość dla cie� ża-

rówek na autostradzie wynosi 50 km/h, maksymalna 100 km/h, litr benzyny kosztuje 2 z l, kierowca

otrzymuje 10 z l za godzine� swej pracy. Cie� żarówka zużywa 11+ v2

400
litrów paliwa w cia� gu godziny jazdy

( z pre� dkościa� v ). Przy jakiej pre� dkości koszt przejazdu ustalonego odcinka trasy jest najmniejszy?

4. Zbadano, że w pewnej fabryce robotnik rozpoczynaja� cy prace� o godzinie 8 :00 wykonuje w cia� gu x

godzin −x3 + 6x2 + 15x radioodbiorników. Po 15–minutowej przerwie wykonuje w cia� gu x godzin

−1

3
x3 + x2 + 23x radioodbiorników. O której powinna rozpocza� ć sie� 15–minutowa przerwa, aby do

12:15 wykona l najwie� cej radioodbiorników, a której – by wykona l ich najmniej?

5. Statek p lywa z portu A do portu B. Koszt ruchu statku sk lada sie� z dwu cze� ści: niezależnej od pre� dkości

i równej 25600 z l dziennie oraz zależnej od pre� dkości i równej (liczbowo) podwojonemu sześcianowi

pre� dkości dziennie. Przy jakiej pre� dkości koszt przep lynie� cia trasy jest najmniejszy?

6. Znaleźć najwie� ksza� i najmniejsza� wartość funkcji f , jeśli f(x) =

a.
∣

∣x2 + 2x− 3
∣

∣+ 3

2
ln x na przedziale [ 1

2
, 2]; b. e

√
x
2·|x+1| na przedziale [−2, 1];

c. f(x) = 4x+ 9π2

x + sinx na przedziale [π, 2π] ; d. f(x) = −x2 dla −1 ≤ x ≤ 0;

e. f(x) = 2ex lnx dla 0 < x ≤ 2.

7. Ile pierwiastków ma równanie:

a. x3 − 6x2 + 9x− 10 = 0; b. 3x4 − 4x3 − 6x2 + 12x− 20 = 0;

c. x5 − 5x = a w zależności od a ∈ IR; d. ex = ax2 w zależności od a ∈ IR.



8. Znaleźć przedzia ly monotoniczności oraz wypuk losci lub wkle� s lości funkcji f , jej lokalne ekstrema i

punkty przegie� cia. Znaleźć granice funkcji f oraz granice funkcji f ′ w końcach przedzia lów sk ladaja� -

cych sie� na ich dziedziny (niekoniecznie takie same). Naszkicować wykres funkcji* f , jeśli f(x) =

a. x4(1 + x)−3 ; b.
x

3
√
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3
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x+ 1
;

d. 1− x+
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; e. ln
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; f. sinx sin 3x ;

g. (x+ 1)
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)1/3
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Wiemy, że f ′(x) =
1

3
(x+ 1)

2/3 (
x2 + 2x

)−2/3 (
7x2 + 14x+ 2

)

, niewymiernymi pierwiastkami

funkcji f ′ sa� x5 ≈ −1.845 oraz x6 ≈ −0.155, ma ona również pierwiastek wymierny,

f ′′(x) =
2

9
(x+ 1)

−1/3 (
x2 + 2x

)−5/3 (
14x4 + 56x3 + 61x2 + 10x− 4

)

, pierwiastkami drugiej

pochodnej sa� x1 ≈ 0.177, x2 ≈ −2.177, x3 ≈ −0.492, x4 ≈ −1.508, sa� one niewymierne.

h.
3
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. Wiadomo, że f ′(x) =
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f ′′(x) = −4

9

(

9x4 + 36x3 + 8x2 − 56x− 181
) (

x2 + 2x− 5
)−

7

3
(

x2 + 2x− 7
)−

5

3

oraz że pierwiastkami (jednokrotnymi) drugiej pochodnej sa� liczby x1 ≈ 1.7 oraz

x2 ≈ −3.7, innych pierwiastków rzeczywistych funkcja f ′′ nie ma.

i.
x3 − 5x
(√

5 + x2
)3

. Wiadomo, że zachodza� równości:

f ′(x) =
25(x− 1)(x+ 1)
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5 + x2
)5

oraz f ′′(x) =
−75x(x2 − 5)
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.

9. Obliczyć granice� :

a. lim
x→0

sinx− x
x3

b. lim
x→0
xx c. lim

x→π
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2
− x
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tg x

d. lim
x→0

sin (tg x− sin x)
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10. Znaleźć dok ladna� (czyli najmniejsza� ) sta la� Lipschitza dla funkcji f na przedziale P , jeśli:

a. f(x) = ex, P = [0, 10], b. f(x) = tg x, P =
[

0, π
3

]

, c. f(x) = lnx, P = [2,∞] ,

d. f(x) = 3
√
x, P = [1,∞), e. f(x) =

x

x2 + 1
, P = R , f. f(x) = x2, P = [100, 1000].

11. Dowieść, że jeśli x, y ∈
(

−π
2
, π
2

)

, to |tg x− tg y| ≥ |x− y| przy czym równość ma miejsce wtedy i

tylko wtedy, gdy x = y .

* UWAGA: Zak ladamy, że dziedziny funkcji sa� tak dobrane, że operacje definiuja� ce funkcje� sa� wyko-

nalne oraz że dziedziny sa� maksymalnymi zbiorami o tej w lasności. Pierwiastki stopnia nieparzystego sa�

określone dla wszystkich liczb rzeczywistych x .


