Analiza matematyczna dla ekonomistéw, ¢wiczenia dwunaste i trzynaste, 2004/2005

To jest ostatnia seria zadan w 2005 r, do zrobienia juz w przyszlym, powinno starczy¢ na dwa
¢wiczenia, a moze i na dhluzej. To jeden z najwazniejszych tematow! Zadania ilustruja, zasto-
sowanie pochodnej do badania funkcji i znajdowania ekstreméw lokalnych i absolutnych. Studenci
powinni postaraé sie rozwigzaé samodzielnie wszystkie te zadania, ktore nie zostana przerobione w
czasie ¢wiczen. Zadania ,tekstowe” koniecznie nalezy przeczytaé i zrozumieé¢ (nawet nie rozwiazujac)
przed ¢wiczeniami, bo inaczej mozna mieé¢ sporo klopotéw ze zrozumieniem i to takich, ktérych mozna

dosy¢ tatwo uniknag.

. Jaki jest minimalny czas dojscia do domu stojacego przy prostoliniowej szosie w odleglosci 13 km od

miejsca, w ktérym sie znajdujemy, jesli odleglo$¢ od szosy wynosi 5 km, w terenie poruszamy sie z

predkoscia 3km/h, zas po szosie — z predkoscig 5 km/h.

. Znalez¢ maksimum:

a. objetosci bryl powstalych w wyniku obrotu tréjkata prostokatnego o obwodzie 1 wokot
przeciwprostokatnej;

b. objetosci stozka wpisanego w kule o promieniu 1;

c. obwodu tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 1;

d. dlugosci statku, ktéry moze wplynaé z kanatu o szerokosci a > 0 do prostopadlego don
kanatu, ktorego szeroko$c¢ jest réwna b > 0;

e. pola trojkata o obwodzie 3 - mozna skorzysta¢ z wzoru Herona;

f. wyrazu ciagu (a,), jesli a, =n°27™" dla n =1,2,3...;

g. wyrazu ciagu (a,), jesli a, =n°37" dla n =1,2,3...

. Ciezaréwka porusza sie po autostradzie ze stalg predkoscia v km/h. Minimalna predkosé dla cieza-

réwek na autostradzie wynosi 50 km/h, maksymalna 100 km/h, litr benzyny kosztuje 2 zl, kierowca

2
100
( z predkoscia v). Przy jakiej predkosci koszt przejazdu ustalonego odcinka trasy jest najmniejszy?

otrzymuje 10 zl za godzine swej pracy. Ciezaréwka zuzywa 11+ litrow paliwa w ciggu godziny jazdy

. Zbadano, ze w pewnej fabryce robotnik rozpoczynajacy prace o godzinie 8:00 wykonuje w ciagu x

godzin —z3 + 622 + 152 radioodbiornikéw. Po 15-minutowej przerwie wykonuje w ciagu z godzin

1
—gx?’ + 22 + 23z radioodbiornikéw. O ktérej powinna rozpoczaé sie 15-minutowa przerwa, aby do
12:15 wykonal najwiecej radioodbiornikow, a ktorej — by wykonat ich najmniej?
. Statek ptywa z portu A do portu B. Koszt ruchu statku sktada sie z dwu czesci: niezaleznej od predkosci
i réwnej 25600 zt dziennie oraz zaleznej od predkosci i réwnej (liczbowo) podwojonemu szescianowi
predkosci dziennie. Przy jakiej predkosci koszt przeptyniecia trasy jest najmniejszy?

. Znalez¢ najwigksza i najmniejsza warto$é funkeji f, jesli f(z) =

a. |22 + 2z — 3| + 3 Inz na przedziale [3,2]; b. eVe*l=+1l na przedziale [-2,1];
c. f(x)=4x+ % + sinz na przedziale [m, 27]; d. f(z)=—2% dla -1 <z <0;

e. f(x) =2exlnz dla 0 <z < 2.

. Ile pierwiastkow ma réwnanie:

a. 23 — 622 +92 —10=0; b. 3z% — 42% — 622 + 122 — 20 = 0;
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c. ©° — bx = a w zaleznoéci od a € IR; d. e* = ax® w zaleznosci od a € IR.



8. Znalez¢ przedzialy monotonicznosci oraz wypuktosci lub wklestosci funkcji f, jej lokalne ekstrema i
punkty przegiecia. Znalezé granice funkcji f oraz granice funkeji f’ w kornicach przedziatéw sktadaja-
cych sie na ich dziedziny (niekoniecznie takie same). Naszkicowaé¢ wykres funkcji* f, jesli f(x) =

A -3, b. r . P
a. z*(1+x)~7; T c ol
3
d. 1—3:—1—\/%; e. ln(x+\/1+q:2); f. sinzsin 3z;
T

g (z+ 1)5/3 (2% + 21:)1/3.

1 _
Wiemy, ze f'(x) = 3 (x + 1)2/3 (352 + 2:13) 23 (7:62 + 14z + 2) , niewymiernymi pierwiastkami
funkcji f’ sa x5 ~ —1.845 oraz xg ~ —0.155, ma ona réwniez pierwiastek wymierny,
2 _ _
f(x) = 9 (z+1) 1/3 (:U2 + 2z) 5/8 (141’4 + 5623 + 6122 + 10z — 4), pierwiastkami drugie;]

pochodnej sa x1 ~ 0.177, xo &~ —2.177, x3 ~ —0.492, x4 ~ —1.508, sa one niewymierne.

4 2
Va2 4+2x -7 4 _= _z
h. —31' ter . Wiadomo, ze f'(z) = =(z+1) (2*+22-5) 3 (2> +22-7) 3,
Va2 42z -5 3
7 5

f(x) = —g (92" + 3627 + 822 — 562 — 181) (¢> + 22 —5) 3 (2> +22—7) 3

oraz ze pierwiastkami (jednokrotnymi) drugiej pochodnej sg liczby x; ~ 1.7 oraz
x9 &~ —3.7, innych pierwiastkéw rzeczywistych funkcja f” nie ma.

. 2’ —bx . . A
i m . Wiadomo, ze zachodza réwnosci:
Vot
Flz) = 25(x —1)(x+1) 2 "(x) = —75x(x? = 5)
(V5+a2)° (V5 +a2)"
9. Obliczy¢ granice:
. sinx —«x . . s
T b. lim 2* c. Jim (3 -a) tga
N2
i t — si 1 — (cos sinx
A, lim S2(t87 = sino) e. lim 219°(1.001)"° £ i (L (C050))
z—0 (—In(cosx)) z—00 z—0 (tgz)°

10. Znalezé¢ dokladng (czyli najmniejsza) staly Lipschitza dla funkcji f na przedziale P , jesli:

a. f(z)=e", P=[0,10], b. f(z)=tgz, P=10,%], c. f(x)=Ilnz, P=1[2,00],
d f(z)= ¢z, P=[1,00), e f(z)=——1\ P=R, f. f(z) = =2, P = [100,1000].

2+ 1’
11. Dowiesé, ze jesli z,y € (—%, %), to [tgz —tgy| > |z — y| przy czym réwnosé¢ ma miejsce wtedy i

tylko wtedy, gdy = = y.

* UWAGA: Zakladamy, ze dziedziny funkcji sa tak dobrane, ze operacje definiujace funkcje sa wyko-
nalne oraz ze dziedziny sa maksymalnymi zbiorami o tej wlasnosci. Pierwiastki stopnia nieparzystego sa,

okreslone dla wszystkich liczb rzeczywistych x.



