Seria 9. Mocne prawo wielkich liczb

Rodzaje zbieznosci zmiennych losowych
Mozemy wyrdznié¢ trzy rodzaje zbiezno$ci zmiennych losowych:

e Zbiezno$é prawie na pewno: X, "5 X <= P({w e Q: lim, .o X,(w) = X(w)}) = 1.

e Zbiezno$é¢ wedlug prawdopodobienstwa: X, LX = Ve> 0, lim,—o P(| X, — X| > €) = 0.

e Zbieznos¢ wedlug p-tego momentu (p > 0): X, Lr X < lim, E|X, — X|P =0.
Twierdzenie 1 Zachodzq nastepujgce relacje pomiedzy zmiennymi rodzajami zbieznosci:

o Zbieznosé p.n. implikuje zbieznosé wedtug P: X, PR X = X, 2 x.

o Zbieznosé wedtug P, implikuje istnienie podciggu zbieznego p.n.: X, EXx=13 (nk) Xn, '

o Zbieznosé L, implikuje zbieznosé wedtug P: X, d X=X, X,

o Zbieznosé wedtug P ani zbieznosé L, nie implikujq zbieznosci p.n..

o Bez dodatkowych zalozeri zbieznosé p.n. ani zbieznosé P nie implikujq zbieznosci L,

Twierdzenie 2 Prawo 0 — 1 Kotmogorowa. Jesli zmienne losowe X,, sq¢ niezalezne, a zdarzenie A jest
mierzalne wzgledem kazdego o-ciata ogonowego (tj. o(F,, Fnt1,...), gdzie F, = 0(X,,)), to P(A) =0
lub P(A) = 1. W ludzkim jezyku oznacza to, Ze zdarzenie A zaleigce jedynie od dowolnie dalekich
zmiennych X, jest albo pewne albo niemozliwe.

Zad 1 Udowodnij prawo 0 — 1 Kotmogorowa.

Zad 2 Pokaz, ze dla ciggu zmiennych niezaleznych albo z p-stwem réwnym 1 istnieje granica ciggu
Dttt Xn - glho z p-stwem réwnym 1 ta granica nie istnieje.

Prawa wielkich liczb
Najwazniejszym twierdzeniem klasycznego rachunku prawdopodobieristwa jest

Twierdzenie 3 Jesli X, stanowiq cigg niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie (tj
Ux, = fx, = ...) 0 skoriczonej (tj. EX; = EX; = ... < 0), to

X1+ Xo+ ...+ X,
lim 1tAat ... ¥ =EX; pn.

n— o0 n

Zad 3 Niech X,, bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie. Jesli
zdefiniujemy dystrybuante empiryczng wzorem F,(t) = %Z?:l 1x,<t, V& € R, to dla kazdego t € R
Fo(t) ™2 Fx, (t).

Zad 4 Chcemy sprawdzié poprawnosé pracy magisterskiej. Losujemy 10 stron ze 100 stronicowej pracy
studenta 1 liczymy wszystkie bledy, ktore sq w nich zawarte. Ustalamy, Ze praca jest do poprawki jesli
student popetnia blgd z prawdopodobienstwem wiekszym lub réwnym 0.1 na stronie. Przypu$émy, Ze
znalezlismy dwa btedy, co zrobié z prace? Ilu bledow mozemy sie spodziewaé w calej pracy?

Zad 5 Przypusémy, ze dwdch recenzentow przeczytato prace magisterskg. Jeden znalazt 91 bledow drugi
53, a btedow znalezionych wspdlnie byto 39. Nastepnie promotor dostat zawatu. Dlaczego?

Zad 6 Losujemy 1000 liczb z przedziatu [0,1]. Ilu liczb powinnismy sie spodziewaé, ktére na 10 miejscu
w rozwinieciu dziesietnym majg cyfre zero?



Zad 7 Przypusémy, Ze student z p-stwem 0.8 zalicza sesje. Jesli na III rok zeakwalifikowano 200 0sdb,
to ile musiato byé studentéow na II roku?

Zad 8 Przypusémy, ze na zmiane rzucamy kostkq na ktérej wypada {1, ...,6} i monetq na ktdrej uzysku-
jemy {—1,1}. Jakiej Sredniej sumy wynikéw (tj. podzielonej przez liczbe rzutéw) powinnismy sie
spodziewaé po bardzo wielu rzutach?

Zad 9 7 ¢wiczen z RP studenci dostajg 2 z p-stwem 0.4, 3 z p-stwem 0.3, 4 z p-stwem 0.2 i 5 z p-stwem
0.1. Mamy 30 studentow, ktorych wyniki sq¢ niezalezne. Z uzyskanych wartosci wyciggamy Srednig
geometryczng (tj. mnozymy i podnosimy do potegi 1/30). Jakiego wyniku mozemy sie spodziewaé?

Zad 10 Dwaj studenci niezaleznie rozwigzywali zadania na egzaminie z RP. Jeden rozwigzat 5 zadan
drugi 8 zadan, a wspdlnie rozwigzali 3. Oblicz p-stwo p i q z jakim odpowiednio pierwszy, drugi student
dobrze rozwigzujg pojedyncze zadanie. Jakie oceny powinnismy im wystowié?

Zad 11 Obliczyé granice
o lim,, .o \/Lﬁ fol fol Vi + . al;
o lim, oo fo ) fo (Btetlo)dpy day;

o limy oo fy o [y f([m1emn] /™).

Zad 12 Niech X1,Y1, X5, Y5, ... bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie jednostajnym na
odcinku [0,1]. Niech f:[0,1] — [0, 1] bedzie funkcjq mierzalna, Z; = 1{;(x,)>v,}- Pokaz, ze

1< !
lim — E Zn :/ f(z)dz pn.
n—oo 1, 4 0
i=1

Moéwimy, ze cigg zmiennych X, spelnia MPWL jesli

n_E n
lim u:(), pn., S,=X;+..X,.

n— 00 n
Moéwimy, ze ciagg zmiennych X, spelnia SPWL jesli
Sp — ES

lim +——"=0, P, S, =X, +..X,.
n—oo n
Zad 13 Pokaz, Ze jesli lim, . D2§” = 0 lub X,, zmienne nieskorelowane o wspdlnie ograniczonym

drugim momencie, to cigg X, spetnia SPWL.

Zad 14 Znalezé warunek konieczny i dostateczny, Zeby cigg niezaleznych zmiennych o rozktadzie
PX,=n+1)=PX,=—n—-1)=p,, PX,=0)=1-2p,

spetniat MPWL.

Zad 15 Niech X,, bedg zmiennymi losowymi niezaleznymi, dla ktorych

1 1
2(n + 1) log(n + 1)’ P(Xn=0)=1- (n+1)log(n + 1)

PX,=n+1)=P(X,=-n—-1)=

Pokaz, ze zmienne X,, spetniajg SPWL ale nie spetniajo M PW L.



