Seria 7. Rozklady prawdopodobieristwa

Definicja 1 Wartosciq oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy EX = [ X(w)P(dw) = [ zpx (dx).
W przypadku zmiennej losowej dyskretnej EX = > _cxux({z}), gdzie S jest przeliczalnym zbiorem
wartosci px (S) = 1. W praypadku zmiennej losowej cigglej o gestosci f(x) mamy EX = [, xf(z)dz.

Definicja 2 Wariancjg zmiennej losowej X nazywamy
VarX = D?X := /[X(w) —EX]?P(dw) = /[x — EX?ux (dz)
Q R

W przypadku zmiennej losowej dyskretnej D?>X = P EX)2ux({z}). W przypadku zmiennej
losowej ciggtej o gestosci f(x) mamy D2X = fR(x —EX)2f(x)dz.

Definicja 3 Zmienne X1, ..., X,, okreslone na (Q, F,P) nazywamy niezaleznymsi jesli
PXehB,.,XeB,) =PXehB)..PXeB,), VBi,Bs,.. B, € BR).

W przypadku zmiennych dyskretnych X1, ..., X, o przeliczalnych zbiorach wartosci Si,..., S, oznacza
to, ze P(X1 = 21,...., X = ) = P(X5 = 21)..P(X,, = ), dla kazdego 1 € S1,...,x € Sp,. W
przypadku zmiennych cigglych X1, ..., X,, o gestosciach f1, ..., fn, zmienne X1, ..., X,, sqg niezalezne wtedy
i tylko wtedy gdy zmienna (X1, ..., X,,) ma rozktad ciggly z gestoscig

flxr,xn) = fi(xr) fulzn), x1,....,2, € R.

Twierdzenie 1 Dla dowolnych zmiennych X1, ..., X,,, E(X;1+...+ X,,) = EX; +..EX,,. Jesli zmienne
X1, ..., X, sq niezalezne, to D*(X; + ... + X,,) = D2X; + ... + D2X,,.

Zad 1 Udowodnij, ze D*X = EX? — (EX)%. Zauwaz, ze D*X = D?*(X — EX).

Zad 2 Przyklad, ze Twierdzenie 1 przydaje sie. Niech X oznacza sume oczek uzyskang w stukrotnym
rzucie kostkg. Pokaz, ze EX = 350.

Zad 3 Niech X ma rozktad jednopunktowy d, zadany wzorem P(X = a) = 1. Pokaz, 7e EX = q,
D2X =0.

Zad 4 Niech X ma rozktad Bernouliego B(n,p) zadany wzorem P(X = k) (Z)pkq”*k, p+q=1. Pokaz,
2e EX = np, D?X = npq.

Zad 5 Wykonujemy doswiadczenia Bernouliego, az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Niech X
oznacza liczbe wykonanych doswiadczer. Pokaz, ze EX = 1/p, D?X = q/p®.

Zad 6 Przypusémy, ze zmienna losowa ma rozktad Poissona P(X\) zadany wzorem P(X = k) = %e‘k,
k=1,2,.., A\ > 0. Pokaz, 2¢e EX = \, D?X = \.

Zad 7 Niech X ma rozktad jednostajny Ula, b] na przedziale [a,b], o gestosci g(x) = ﬁl[mb] (x). Pokaz,

; a+b b—a)?

fe EX = ot D2y = ()

Zad 8 Niech zmienna X ma rozktad wyktadniczy E(N) o gestosci g(x) = Ae™*1(g,00) (), A > 0. Pokaz
se EX = 1/\, D2X = 1/)2.

Zad 9 Niech zmienna X ma rozktad gamma v, 0 gestosci g(x) = %x“_le_bzl(o,oo)(a:). Pokaz, ze
EX =a/b, D2X = a/b?.
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Zad 10 Niech zmienna X ma rozktad gaussowski N'(m,c?) o gestosci g(z) = e 2% .. Pokaz,

ze EX =m, D?X =02,
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Zad 11 Pokaz, Ze jesli zmienna losowa X ma rozktad ciggly o gestosci f wowczas Fi (t) = f(t).

Zad 12 ZnajdZ dystrybuante rozktadu geometrycznego P(X = k) = pg"~!, rozktadu jednostajnego
Ula, b] oraz rozktadu wyktadniczego E(N).

Zad 13 Pokaz, ze jesli a,b € R oraz Z = aX + bY, to zachodzi wzér EZ = aEX + bEY. Pokaz, Ze
jesli X, Y niezaleine, to D2Z = a>D2X + b*D?Y.

Zad 14 Rzucamy kostkg tok diugo, az wyrzucimy wszystkie oczka. ZnaleZé warto$é oczekiwang liczby
rzutow.

Zad 15 Pokaz, ze jesli X jest zmienng losowq o wartosciach w N, to EX =5 >° /P(X > n). Mozna
wykazaé, ze jesli X >0, to EX = [ P(X > z)d().



