Seria 6. Zmienne losowe

Definicja 1 Niech (Q,F,P) bedzie przestrzeniq probabilistyczng. Odwzorowanie X :  — R™ nazy-
wamy zmienna losowq o wartosciach w R", jesli dla kazdego A € B(R™) zbiér X 1(A) € F.

Definicja 2 Rozktadem prawdopodobieristwa na R™ nazywamy dowolng miare probabilistyczng p (to
znaczy p(R™) = 1) na (R™, B(R™)).

Definicja 3 Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X o wartosciach w R™ nazywamy rozktad
prawdopodobieristwa px okreslony na (R™,B(R")) zaleznosciq

ix(B) = P(X~'(B)), BeB(R").
Istniejg dwa podstawowe rodzaje rozkladow.

Definicja 4 Rozktad p na R™ nazywamy dyskretnym, jesli istnieje przeliczalny podzbior S C R™ taki,
ze u(S) = 1.

Definicja 5 Rozktad ;1 na R™ nazywamy ciggltym, jesli dla pewnej funkcji f : R™ — R, catkowalnej
mamy

H(A) = /A f@)u(dz), AeBR™.

Wprowadzamy uzyteczne pojecie dystrybuanty.

Definicja 6 Dystrybuante rozktadu 1 na R nazywamy funkcje F : R — R zadang wzorem F(t) :=
p((—o0,t]). Jesli rozktad wyznaczony jest przez zmienng losowg X dystrybuante nazywamy Fx.

Zad 1 Wykonujemy doswiadczenia Bernouliego, az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu. Niech X
oznacza liczbe wykonanych doswiadczen. Wyznacz rozktad X, wyznacz dystrybuante Fx .

Zad 2 Losujemy punkt z odcinka [0,1]. Wylosowang warto$é oznaczamy przez X. Znajdz rozktad i
dystrybuante zmiennej losowej X .

Zad 3 Rzucamy dwiema kostkami. Niech X bedzie wiekszqg z liczb uzyskanych na poszczegolnych kostkach.
Obliczyé P(X € [2,4]).

Zad 4 Niech Q = [0,1], F = B([0,1]) i prawdopodobieristwem zadanymi przez miare Lebsgue’a | - |.
Znajds P(X €[0,1)), gdzie X (w) = w?.

Zad 5 Niech X bedzie czasem oczekiwania na pierwszego orta w rzucie monetq. ZnaleZé P(X € 2N),
gdzie 2N ={2n: n=1,2,3,...}.

Zad 6 Dystrybunata rozktadu o dana jest wzorem

0 dla =z <0,

0142 dla 0<z<0.5,
0442 dla 0.5 <x<0.55,
1 dla x> 0.55.

F, =

Wyznaczyé u(3), n([0, 51), 1#((0,0.55)).

Zad 7 W Szuflandii najnizsza ptaca wynosi 1000, a maksymalna 50000. Szansa, Ze dostaniemy wiecej

niz x, x € (1000, 50000) wynosi (w750(iofgég;48000). Znajds gestosé tego rozktadu.

Zad 8 Niech Q = [0,1] z miarg Lebesgue’a, X (w) = 2w — 1. Policz dystybuante.



Zad 9 Przypusémy, ze F(t) =0 dlat <0 i F(t)=1dlat > 1. Na przedziale [0,1] F(t) = at®> + bt + c.
Pokaz, ze F' moze byé dystrybuanta rozktadu tylko wtedy gdy c=0,a+b=1,a>—-11ib> 0.

Zad 10 Udowodnij, ze Fx ma wltasnosci
o [Fx jest niemalejgce, to znaczy jesli s < t, to Fx(s) < Fx(t);
o lim; oo Fx(t) =1, limy_,_ Fx(t) =0;
o Pokaz, ze Fx jest prawostronnie ciggta. To znaczy lim,_;, Fx(s) = F(t).

Zad 11 Niech Q@ = [0,1] x [0,1] bedzie kwadratem z miarg jednostajnie roztozong. Niech X (w) bedzie
odlegtoscig w € Q0 od nagblizszej krawedzi w kwadracie. Policz Fx .

Zad 12 Pokaz, ze istniejg dwie mézne zmienne losowe X, X', ktére majqg ten sam rozktad. To znaczy
bx = px’

Zad 13 Pokaz, ze dystrybuanta Fx jest ciggta w punkcie t wtedy i tylko wtedy, gdy Px({t}) = 0.

Zad 14 Wykaz, Ze rozktady geometryczny ¢ wyktadniczy majg wtasnosé braku pamieci to znaczy
PX>t+sX>t)=P(X > s),

gdzie w przypadku rozktadu geometrycznego s,t € N, w przypadku wyktadniczego s,t € R..

Zad 15 Wyznaczyé rozktad zmiennej losowej Y = 3X — 5, jezeli X ma rozktad wyktadniczy z parame-
trem .



