Sera 9. Mocoe pravwo wielkich lezb

HRodzaje zhietnodel amlennych losowych
Modemy wyndind® trey podea je shieknose] smienny el osowych:

o Zhietnodd prawie na pewno: X, 2 X = PHw £ bma—w Xalw)= X(w)}) = 1.

¥ Fhiskimedd wedlug prawdopodobienstwa: X, SN = Ve 0, itnn e P{| X0 — X| = &) =0

% Fhiekimed wedlug ptogo momentu [p =03 X, By = limin— e B| Xn — X|F=0.
Twlerdeenbe 1 Fachodzqg nastepuince radacge pomiedzy smiennymi rodoajomi sbicinoded:

o Thednodd pao. implibuje sbicinodd wedlug P: X, 2 X = X Ex

o Alesnofd wedlug P, implikuje dslndenie podeigey slednego po.: X Ex =13 im) A, =

¥ Eheinodt L, implikufe shicinodd wedlug Pr X, =3 g X Ex
& Flicinodd wedlug P oand sbicinodd L, nde implikujy sbicfnoded p.o..
¢ Bex dodalbowych saloiel theinodd pao. and sbicinodd P onde implikujg abiednodei Ly

Twierdzenie 2 Prauwo 0 —1 Kolmogoroua, Jedli smienne losowe X 8q niezaleine, a sdarzenie A jest
mierzalne wigldem kaidego o-ciala ogonowego (1. o(F, Foyq,...), pdrie F, =X )}, o P(4)= 0
b PlA) = 1. W ludskim jogku omaeza to, fe sdarzenie A saleiqee jedynie od dowolnie dalekich
snderingeh Ko jest allo pewne allo siemodliue

Fad 1 Udowodndy prawe 0 — 1 Kolmogorowa.

Zad 2 Pokaz, de dla ciggu smienngeh niezalengd albo @ p-stwem mwngn 1 dstnieje gronioa g gu
Hadoctlie ol x pestwem rumym 1 da granica nde istniee.

m

Prawa wielkich liezh
Majwadnle |sgym twlerdeeniem Kasyezmego rachunku prawdopodobleistwa jest

Twlerdeenbe 3 Jedli X, stanowiq cigg niezaleingeh smiennych losowpeh o tpm sampm mzitadzie (i
B = px =) 0 shodezonef (. EXy =EXo= .. <00l o
X1+ Mot ..+ X,
fim St e et A e om

T— n

Fad 3 Niech X bedzie ciggem mdesalengoh smiennpoh losowyeh o lym sampm moskladse.  Jedl
sdefiniujemy dystrgbuante empirgemg weorem F(#) = %EL] Ly,ga. ¥¢ £ B, o dla kaidego ¢ £ E

Falf) & Fr,if).

Zad 4 Cheempy sprawdsid poprausiodd pracy magislerakie. Loswemy 10 slron ze 100 slrondeowe) pracy
aludenta | lezymy wasgatkie bedy, kldre 8 w nich muarle DUstalamy, fe praca jest do poprausd jedl
aludent popetnia blod 2 proudopodolders luwen wickezym b rdungm 0.1 ne slronde.  Progpuddmy, fe
smaled idmy dwa Medy, co grobid 2 pracg? Mo Weddw mofemy sie spodsdouad w cale) pracg ¥

Zad 5§ Pregpuddmy, fe dudch recenzend du preeczplato prace magisterskg. Joden malazt 91 Wed da drug
A3, a Meddw mmalesiongoh wspdlnde gl 29, Nastepnide promolor dostal zawaly. Maczego?

Zad 6 Losuemy 1000 lesh = praedsiatu 0, 1], My lich powinnidmy sig spodricwad, Bdre na 10 migs o
w roduindeciu driesielnym majg cyfre zem?



Fad T Pregpuddmy, fe studend 1 p-stwem 08 zalicza sesje. Jedli na [T rok zatavalifibowane 200 osdl,
to e musiolo e sludentdw na [T mku?

Zad 8 Praypudémy, fe na smiang raucamy kosthy na kidref wypada {1, ..., 8} § monetq na kidref uysku-
gemy {—1,1}. Jakie dredniej sumy wynikdw (8. podseloneg praes licsbe routdw) powinnddmy sie
spodziewad po bardzo wicly roulach®

Zad 9 F dfuwiczed @ RP atudendd dostajg 2 2 postwem 0.4, 3 2 poslwem 0.3, 4 2 p-alawem 0.2 § 8 2 p-slaem
01, Mamy 30 studenddw, Bdrgeh wyndki 8 niealene. § usyabanyod wartodo wyciggamy dredndg
geomelrpeang (. maodymy § podnosimy do poleg 1/20), Jaldego wynila moZemy sie spodzicwact

Fad 10 Dway studenci niezaletnie mangeyuall sadanio ma egraminde 2 BP. Jeden mzwigzal 8 sadad
drugi 8 radard, a wapdlnde rrasgrali 3 Olics: p-slao p i g 2 jakim odpwiednio pierwasy, drugi sludend
doleze rozudigauig pojedynce mdanie Jakie ocenp pouinnidmy im wyslawic?

Zad 11 OMiczyd grandee
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Zad 12 Niech X517, Xa 15, .. bedy mdezalefnymi smienngmi logowgmi o rosdadsde jedno slafnpm na
odeinku [0,1]. Miech £ : [, 1] = [0,1] bedsie funkefy mierzalng, Z; = Lisix, gy - Pokad, fe

I Y
“@;EEH“_L Flzidz pn

Mowlmy, @ clgg smennych X, spelnla MPWL jeli
lm L, - EE,

TI— hr!

=0, pmn., 5, =X+ .. X,

Miwimy, @ clyg emionnych X spelnia SPWL jesl
£, —-E=
iy S —ES

TI— b p!

=0, P, Sa=X14+ .. X,

Zad 13 Polas, e jedli ].-i.m,,_mll:,s- =0 lub X, gmienne nieskordowane o wspdlnde ogrmmiczongm
drugim momencie, o cigg X, spednda SPWL.

Zad 14 Znalesd warunak kondeceny @ dostatecany, fely dgg niesaletnpeh smiennyeh o makladse
Flian=n+1lj=F(Xa=-n—-1l=pa, F(Xa=0)=1-2p,
apetmial MPWL.

Fad 15 Niech X bedy smienngmi losowgmid niesaledngmi, dia kldrmeh

1
in+1)log(n+ 1)

PI:X“=11+1:I=PI:X“=—11— Pfx“=ﬂ;'l=1—

1) = L
Zin + 1:I1agtn + ].::II
Pokas, fe smienne X, spelniay SPWE ale nie sped ndayg M PTWL.,



