Seria 7. Zmienne losowe

Zadania statystyczne
Zad 1 Znalezé minimum funkcji E(X —t)?, gdzie X jest zmienng majgcg wariancije.

Bywa, zmienne losowe Xi Y sg zalezne, a nas interesuje stopienn korelacji miedzy nimi. Definiuje
si¢ kowariancje zmiennych losowych Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]. W szczegolnosci D?X =
Cov(X, X). W statystyce do badania korelacji zmiennych wykorzystuje sie wsp6lczynnik korelacji

_ Cov(X,Y)
PXY) = T ypey

Mozna pokazaé, ze |p| < 1. Oraz |p| = 1 tylko w wypadku linowej zalezno$ci miedzy zmiennymi X,Y.
Zad 2 Pokaz, ze p(X,Y) = p(Y,X), p(aX +b,Y) =sgna- p(X,Y), o ile a # 0.

Zad 3 (Zagadnienie portfela inwestycyjnego) Zmienne losowe Xo i X1 majg dane EXo = 0.05, EX; =
0,07, vV D2X0 = 002, vV D2X1 = 003, p(XQ,Xl) = —0.5. Niech Xt = tXO + (1 — t)Xl, t e [0, ].] Dla
jakiego t wariancja jest minimalna?

Zad 4 Niech X i Y bedg zmiennymi losowymi o skoriczonej wariancji, D?X # 0. Wyznaczyé liczby a
i b takie, ze E(Y —aX — b)? byta minimalna. Prostg o réwnaniu

Cov(X,Y)
nazywamy prostg liniowej regresji.

Zadania ze zmiennych niezaleznych

Zad 5 Przypusémy, ze zmienne X1, ..., X,, sq niezalezne (majg wspdlng dystrybuante F'). Znajdz rozktad
zmiennych Y = max{Xy,..., X,,}, Z = max{¥1, ..., Y, }. W szczegdlnosci rozwigz zadanie w przypadku,
gdy zmienne pochodzq z rozktadu wyktadniczego E(N).

Zad 6 NiechU =min{X,Y}, V =max{X,Y}—min{X,Y}, gdzie X,Y niezalezne wyktadnicze z £(1).
Pokaz, zZe zmienne U,V sq niezalezne.

Zad 7 Zatoimy, ze zmienne niezalezne X, Y pochodzq z rozktadu Poissona, odpowiednio P(u), P(v).
Pokaz, ze zmienna X +Y ma rozktad X +Y ma rozktad P(u + v).

Istnieje ogolna metoda szukania rozkladéw sum zmiennych losowych niezaleznych.

Twierdzenie 1 Jesli X1, Xo sq niezalezne wowczas pix, +x, = px, *x,, gdzie dziatanie x : M x M —
M, (M -miary probabilistyczne) nazywa sie splotem i definiuje nastepujgco

o0

px, * px,(B) = / tx, (B = y)ux, (dy).

— 00

W przypadku rozktadow cigglych px,, 1x, majg gestosci f1, fo. Twierdzenie daje, Ze

oo

BX1 X, = HX, * X, (B) = / px, (B —y)pux,(dy) = /B/_Oo fi(u —y) f2(y)dydu = /B(f1 * fa)(u)du,

gdzie f1 * fo(u) = ffooo filu —y) fa(y)dy, jest gestoscig rozktadu zmiennej X7 + Xo.

Zad 8 Niech X, X5 bedg zmiennymi niezaleznymi z rozktadu jednostajnego U[0,1]. Znajds gestosé
zmiennej X1 + Xo.



Zad 9 Niech zmienne X1, ..., X,, sq niezalezne i majg rozktady wyktadnicze z parametrem \. Pokaz, Ze
zmienna X1 + ... + X,, ma rozktad o gestosci ﬁe‘“l(om)(m) (to znaczy yn 2). .

Niech X = (Xi,...,X,) bedzie wektorem gaussowskim, czyli zmienng losowa o warto$ciach w R™ i
gestosci

Vet @ _g@—m).(a—m))
(1 /27.‘-)77,
gdzie Cov = (a; j)1<i j<n jest macierza taka, ze a; ; = Cov(X;, X;). Wowczas zachodzi bardzo wazny

fakt: dowolna kombinacja liniowa a1 X1 + ... + a, X, + b, gdzie aq,...,a,,b € R jest wektorem gaus-
sowskim.

fz):= , ©=(x1,...,2z,) €R", m=(EXy,..,EX,), Q= Cov !,

Zad 10 Niech X ma rozktad gaussowski N'(0,1). Znajdz rozktad aX +b. Niech teraz X1, ..., X,, nieza-
lezne gaussowskie o rozktadach N'(m;,0?). Znajdz rozktad zmiennej X1 + ... + X,,.

%

Dla zmiennych niezaleznych X7, ..., X, zachodzi uzyteczny wzor EX;..., X,,=EX;.. EX,,.

Zad 11 Wykonujemy n doswiadczen Bernouliego z prawdopodobienistwem sukcesu 1 — % Policz wartosé
oczekiwang zmiennej Y, iloczynu liczby sukcesow. Ile wynosi lim,, . EY, ?

Nieréwnosci probabilistyczne

Twierdzenie 2 Zachodzq nieréwnosci:

o (Nieréwnosé Czebyszewa) P(X > ¢) < BX;

e (Nieréunosé Markowa) P(|X| > €) < =5—, p > 0;
o (Nieréwnosé Czebyszewa) P(|X —EX| > ¢€) < D€2—2X;

o (Nieréwnosé Crebyszewa) P(X > ¢) < BS".
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Zad 12 Udowodnij regule trzech. Niech 0> = D?X, pokaz ze P(|X — EX| > 30) < .
Zad 13 Wykaz, ze jesli X >0, EX > 0, to 5% < E(%).
Zad 14 Pokasz, ze jesli 0 < p < q, to (E|X|P)» < (E|X|7)a.

Zad 15 Wykaz nieréwnosé Schwarza. Jesli E|X|? < oo, E|Y|? < 00, to E|XY| < E|X|?E|Y|?.



